
Pregled formula iz Digitalne obradbe signala

Osnovne trigonometrijske jednakosti
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sin(2x) = 2 sin x cosx

cos(2x) = cos2 x− sin2 x

sin(3x) = 3 sin x− 4 sin3 x

cos(3x) = 4 cos3 x− 3 cos x

2 sin2 x = 1− cos(2x)

2 cos2 x = 1 + cos(2x)

4 sin3 x = 3 sin x− sin(3x)

4 cos3 x = 3 cos x + cos(3x)

8 sin4 x = 3− 4 cos(2x) + cos(4x)

8 cos4 x = 3 + 4 cos(2x) + cos(4x)

a cos x− b sin x = r cos(x + φ)

r =
√

a2 + b2

tg φ = b/a

a = r cos φ

b = r sin φ

Tablice suma i integrala

Konačne sume
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Neodredeni integrali

Racionalne funkcije

∫
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∫
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Trigonometrijske funkcije

∫
cos(x) dx = sin(x)

∫
x cos(x) dx = cos(x) + x sin(x)

∫
x2 cos(x) dx = 2x cos(x) + (x2 − 2) sin(x)

∫
sin(x) dx = − cos(x)

∫
x sin(x) dx = sin(x)− x cos(x)

∫
x2 sin(x) dx = 2x sin(x) + (2− x2) cos(x)

Eksponencijalne funkcije

∫
eax dx =

1
a
eax

∫
xeax dx =

(x

a
− 1

a2

)
eax

∫
x2eax dx =

(x2

a
− 2x

a2
+

2
a3

)
eax

∫
x3eax dx =

(x3

a
− 3x2

a2
+

6x

a3
− 6

a4

)
eax

∫
sin(x)eax dx =

1
a2 + 1

(
a sin(x)− cos(x)

)
eax

∫
cos(x)eax dx =

1
a2 + 1

(
a cos(x) + sin(x)

)
eax

Odredeni integrali

∫ +∞

−∞
e−a2x2+bx dx =

√
π

a
e

b2

4a2 , a > 0

∫ +∞

0

x2e−x2
dx =

√
π

4
∫ +∞

0

sin(x)
x

dx =
π

2
∫ +∞

0

sin2(x)
x2

dx =
π

2

Fourierova transformacija

Fourierova transformacija funkcije x(t) je:

F[
x(t)

]
= X(ω) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−jωt dt

Inverzna transformacija je:

F−1
[
X(ω)

]
= x(t) =

1
2π

∫ +∞

−∞
X(ω)ejωt dω

Funkcija x(t) i njen spektar X(ω) čine transformacijski
par:

x(t) ©−−• X(ω)

Dovoljni (ali ne i nužni) uvjeti za postojanje transfor-
macije funkcije x(t) su:

1. Funkcija x(t) zadovoljava Dirichletove uvjete (funkcija
je ograničena s konačnim brojem maksimuma i mini-
muma te konačnim brojem diskontinuiteta u bilo kojem
konačnom vremenskom intervalu).

2.
∫ +∞

−∞
|x(t)|dt < ∞

Svojstva Fourierove transformacije

Neka je x(t) ©−−• X(ω) i neka su αi, t0 i ω0 konstante.
Fourierova transformacija tada zadovoljava sljedeća svo-
jstva:

Linearnost

x(t) =
n∑

i=1

αixi(t) ©−−•
n∑

i=1

αiXi(ω) = X(ω)

Dualnost

X(t) ©−−• 2πx(−ω)

Pomak u vremenu i frekvenciji

x(t− t0) ©−−• X(ω)e−jωt0

x(t)ejω0t ©−−• X(ω − ω0)

Skaliranje

x(αt) ©−−• 1
|α|X

(ω

α

)
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Deriviranje

dnx(t)
dtn

©−−• (jω)nX(ω)

(−jt)nx(t) ©−−• dnX(ω)
dωn

Integriranje

∫ t

−∞
x(τ) dτ ©−−• πX(0) δ(ω) +

X(ω)
jω

πx(0) δ(t)− x(t)
jt

©−−•
∫ ω

−∞
X(ξ) dξ

Konjugacija

x∗(t) ©−−• X∗(−ω)

x∗(−t) ©−−• X∗(ω)

Konvolucija

∫ +∞

−∞
x1(τ)x2(t− τ) dτ ©−−• X1(ω)X2(ω)

x1(t)x2(t) ©−−• 1
2π

∫ +∞

−∞
X1(ξ)X2(ω − ξ) dξ

Korelacija

∫ +∞

−∞
x∗1(τ)x2(t + τ) dτ ©−−• X∗

1 (ω)X2(ω)

x∗1(t)x2(t) ©−−• 1
2π

∫ +∞

−∞
X∗

1 (ξ)X2(ω + ξ) dξ

Parsevalov teorem

∫ +∞

−∞
x∗1(t)x2(t) dt =

1
2π

∫ +∞

−∞
X∗

1 (ω)X2(ω) dω

∫ +∞

−∞
|x(t)|2 dt =

1
2π

∫ +∞

−∞
|X(ω)|2 dω

Tablica F transformacije

Neka je:

s(x) =

{
1,

0,

x > 0
x < 0

rect(x) =





1,

0,

−1
2

< x <
1
2

1
2

< |x|

tri(x) =

{
1− |x|,
0,

|x| < 1
|x| > 1

sinc(x) =
sin(πx)

πx

Uz te oznake važnije transformacije su:

1 ©−−• 2π δ(ω)

δ(t) ©−−• 1

s(t) ©−−• π δ(ω) +
1
jω

1
2 δ(t)− 1

2πjt
©−−• s(ω)

sgn(t) ©−−• 2
jω

rect
( t

T

)
©−−• T sinc

(ωT

2π

)

sinc(at) ©−−• 1
a

rect
( ω

2πa

)

tri
( t

T

)
©−−• T sinc2

(ωT

2π

)

sinc2(at) ©−−• 1
a

tri
( ω

2πa

)

ejω0t ©−−• 2π δ(ω − ω0)

δ(t− t0) ©−−• e−jωt0

sin(ω0t) ©−−• −jπ
(
δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)

)

cos(ω0t) ©−−• π
(
δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)

)

+∞∑

i=−∞
δ(t− iT0) ©−−• 2π

T0

+∞∑

i=−∞
δ
( ω

2π
− i

T0

)

sin(ω0t) s(t) ©−−• −jπ

2
(
δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)

)
+

jω

ω2
0 − ω2

cos(ω0t) s(t) ©−−• π

2
(
δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)

)
+

jω

ω2
0 − ω2

e−at s(t) ©−−• 1
a + jω

, a > 0
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te−at s(t) ©−−• 1
(a + jω)2

, a > 0

t2e−at s(t) ©−−• 2
(a + jω)3

, a > 0

t3e−at s(t) ©−−• 6
(a + jω)4

, a > 0

e−a|t| ©−−• 2a

a2 + ω2

e−
t2

2a2 ©−−• a
√

2πe−a2ω2/2

Vremenski diskretna Fourierova
transformacija

Vremenski diskretna Fourierova transformacija (DTFT
– Discrete-Time Fourier Transform) niza x[n] je:

Fvd

[
x[n]

]
= X(ω) =

+∞∑
n=−∞

x[n]e−jωn

Inverzna transformacija je:

F−1
vd

[
X(ω)

]
= x[n] =

1
2π

∫ +π

−π

X(ω)ejωn dω

Niz x[n] i njegov spektar X(ω) čine transformacijski par:

x[n] ©−−• X(ω)

Dovoljan (ali ne i nužni) uvjet za postojanje transfor-
macije niza x[n] je apsolutna sumabilnost:

+∞∑
n=−∞

∣∣x[n]
∣∣ < ∞

Svojstva vremenski diskretne Fourierove
transformacije

Neka je x[n] ©−−• X(ω) i neka su αi, n0 i ω0 konstante.
Vremenski diskretna Fourierova transformacija tada zado-
voljava sljedeća svojstva:

Linearnost

x[n] =
n∑

i=1

αixi[n] ©−−•
n∑

i=1

αiXi(ω) = X(ω)

Pomak u vremenu i frekvenciji

x[n− n0] ©−−• X(ω)e−jωn0

x[n]ejω0n ©−−• X(ω − ω0)

Deriviranje i diferenciranje

∆x[n] ©−−• (ejω − 1)X(ω)

nix[n] ©−−• ji d
iX(ω)
dωi

Sumiranje

n∑

i=−∞
x[i] ©−−• 1

1− e−jω
X(ω)

Konjugacija

x∗[n] ©−−• X∗(−ω)

x∗[−n] ©−−• X∗(ω)

Konvolucija

+∞∑

i=−∞
x1[i]x2[n− i] ©−−• X1(ω)X2(ω)

x1[n]x2[n] ©−−• 1
2π

∫ +π

−π

X1(ξ)X2(ω − ξ) dξ

Parsevalov teorem

+∞∑
n=−∞

x∗1[n]x2[n] =
1
2π

∫ +π

−π

X∗
1 (ω)X2(ω) dω

+∞∑
n=−∞

∣∣x[n]
∣∣2 =

1
2π

∫ +π

−π

∣∣X(ω)
∣∣2 dω

Relacije simetričnosti

Neka je x[n] čisto realan niz i neka je x[n] ©−−• X(ω).
Tada je:

1
2
(
x[n] + x[−n]

) ©−−• Re
[
X(ω)

]

1
2
(
x[n]− x[−n]

) ©−−• j Im
[
X(ω)

]

Takoder vrijedi:

X(ω) = X∗(−ω)

Re
[
X(ω)

]
= Re

[
X(−ω)

]

Im
[
X(−ω)

]
= − Im

[
X(ω)

]
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Tablica Fvd transformacije

δ[n] ©−−• 1

1 ©−−•
+∞∑

i=−∞
2πδ(ω + 2πi)

ejω0n ©−−•
+∞∑

i=−∞
2πδ(ω − ω0 + 2πi)

s[n] ©−−• 1
1− e−jω

+
+∞∑

i=−∞
πδ(ω + 2πi)

an s[n] ©−−• 1
1− ae−jω

, |a| < 1

nan s[n] ©−−• aejω

(e−jω − a)2
, |a| < 1

sin(ω0n) ©−−•
+∞∑

i=−∞
jπ

(
δ(ω + ω0 + 2πi)− δ(ω − ω0 + 2πi)

)

cos(ω0n) ©−−•
+∞∑

i=−∞
π
(
δ(ω + ω0 + 2πi) + δ(ω − ω0 + 2πi)

)

an sin(ω0n) s[n] ©−−• aejω sin(ω0)
e2jω − 2aejω cos(ω0) + a2

, |a| < 1

an cos(ω0n) s[n] ©−−• ejω
(
ejω − a cos(ω0)

)

e2jω − 2aejω cos(ω0) + a2
, |a| < 1

Diskretna Fourierova transformacija

Diskretna Fourierova transformacija konačnog niza x[n]
duljine N je:

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]Wnk
N , 0 ≤ k ≤ N − 1

Inverzna transformacija je:

x[n] =
1
N

N−1∑

k=0

X[k]W−nk
N , 0 ≤ n ≤ N − 1

Niz x[n] i njegov spektar X[k] čine transformacijski par:

x[n] ©−−• X[k]

Pri tome je Wnk
N = e−2πjnk/N .

Svojstva diskretne Fourierove transformacije

Neka je x[n] ©−−• X[k] i neka su αi, n0 i k0 konstante.
DFT tada zadovoljava sljedeća svojstva:

Linearnost

x[n] =
n∑

i=1

αixi[n] ©−−•
n∑

i=1

αiXi[k] = X[k]

Dualnost

X[n] ©−−• Nx
[〈−k〉N

]

Cirkularni pomak u vremenu i frekvenciji

x
[〈n− n0〉N

] ©−−• X[k]W kn0
N

x[n]W k0n
N ©−−• X

[〈k − k0〉N
]

Cirkularna konvolucija

N−1∑

i=0

x1[i]x2

[〈n− i〉N
] ©−−• X1[k]X2[k]

x1[n]x2[n] ©−−• 1
N

N−1∑

i=0

X1[i]X2

[〈k − i〉N
]

Parsevalova relacija

N−1∑
n=0

x∗1[n]x2[n] ©−−• 1
N

N−1∑

k=0

X∗
1 [k]X2[k]

N−1∑
n=0

∣∣x[n]
∣∣2 ©−−• 1

N

N−1∑

k=0

∣∣X[k]
∣∣2

Z-transformacija

Z[
f [n]

]
=

+∞∑
n=0

f [n]z−n

Svojstva Z transformacije

Neka je Z[
f [n]

]
= F (z) i Z[

g[n]
]

= G(z). Tada vrijedi:

Linearnost

f [n] =
n∑

i=1

αifi[n] ©−−•
n∑

i=1

αiFi(z) = F (z)
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Pomak

f [n + 1] ©−−• zF (z)− zf [0]

f [n + m] ©−−• zmF (z)−
m−1∑

i=0

f [i]zm−i

f [n− 1] ©−−• 1
z
F (z) + f [−1]

f [n−m] ©−−• z−mF (z) +
m−1∑

i=0

f [i−m]z−i

Skaliranje

anf [n] ©−−• F (
z

a
)

Diferenciranje i deriviranje

∆f [n] ©−−• (z − 1)F (z)

nf [n] ©−−• −z
dF (z)

dz

Konvolucija

+∞∑

i=0

f [i]g[n− i] ©−−• F (z)G(z)

Tablica Z transformacije

δ[n] ©−−• 1

δ[n−m] ©−−• z−m

n ©−−• z

(z − 1)2

1n ©−−• 1
1− z−1

=
z

z − 1

an ©−−• 1
1− az−1

=
z

z − a

(n + 1)an ©−−• z2

(z − a)2

(n + 1)(n + 2)
2!

an ©−−• z3

(z − a)3

(n + 1)(n + 2) . . . (n + m− 1)
(m− 1)!

an ©−−• zm

(z − a)m

an − δ[n] ©−−• a

z − a

sin [an] ©−−• z sin (a)
z2 − 2z cos (a) + 1

cos [an] ©−−• z2 − z cos (a)
z2 − 2z cos (a) + 1
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Pregled Fourierovih transformacija

Fourierova transformacija

t0

x(t)

ω0

X(ω)

Fourierova transformacija se uobičajeno koristi za prikaz kontinuiranih
signala. Transformacijski par je x(t) ©−−• X(ω) i vrijedi:

X(ω) =
∫ +∞

−∞
x(t)e−jωt dt

x(t) =
1
2π

∫ +∞

−∞
X(ω)ejωt dω

Fourierov red

t0

x(t)

TP /2−TP /2 TP−TP

k0

2π/TP
X[k]

Fourierov red (FS – Fourier Sum) se uobičajeno koristi samo za
prikaz periodičkih kontinuiranih signala. Transformacijski par je
x(t) ©−−• X[k] i vrijedi:

X[k] =
1

TP

∫

TP

x(t)e−jωP kt dt

x(t) =
+∞∑

k=−∞
X[k]ejωP kt

Vremenski diskretna Fourierova transformacija

n0

x[n]

ω0

X(ω)

π−π

Vremenski diskretna Fourierova transformacija (DTFT – Discrete-
Time Fourier Transform) se koristi za prikaz nizova. Transforma-
cijski par je x[n] ©−−• X(ω) i vrijedi:

X(ω) =
+∞∑

n=−∞
x[n]e−jωn

x[n] =
1
2π

∫ π

−π

X(ω)ejωn dω

Diskretna Fourierova transformacija

n0

x[n]

N − 1

k0

∣∣X[k]
∣∣

N − 1

Diskretna Fourierova transformacija se koristi za prikaz konačnog
niza duljine N (DFT – Discrete Fourier Transform). Transforma-
cijski par je x[n] ©−−• X[k] i vrijedi:

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]W kn
N , 0 ≤ k ≤ N − 1

x[n] =
1
N

N−1∑

k=0

X[k]W−kn
N , 0 ≤ n ≤ N − 1

n0

x[n]

N−N

k0

∣∣X[k]
∣∣

N−N

Transformacija je usko povezana s diskretnim Fourierovim redom
(DFS – Discrete Fourier Series) koji se koristi za prikaz peri-
odičkog niza. Izrazi su gotovo jednaki:

X[k] =
1
N

N−1∑
n=0

x[n]e−2πjkn/N

x[n] =
N−1∑

k=0

X[k]e2πjkn/N


