2. VJEZBA
Diskretna Fourier-ova transformacija (DFT)

Bilo koji aperiodski vremenski diskretni niz x[n] s uzorcima od —oo do o moZe se
prikazati u frekvencijskoj domeni pomocu para izraza:

X(eja))z ix[n]e_jm , (2.1)

n=—oo
1 = . .

x[n]zz— X(e]w)- e/"dw . (2.2)
72:_7[

U gornjim izrazima X (e"'”’) predstavlja Fourier-ovu transformaciju diskretnih signala (engl.

Discrete Time Fourier Transform, DTFT, a koristi se 1 kra¢i termin spektar). Fourier-ova
transformacija postoji ako suma u izrazu (2.1) uniformno konvergira, a to uvijek vrijedi ako je
suma apsolutnih vrijednosti niza x[n] za sve indekse »n konacna, tj.

S| afu] <0 . 2.3)

n=—ow
Dobivena transformacija X (e-’ ’”) je tada kontinuirana funkcija od @ i periodicnas 27 .

Za bilo koji beskonacni periodi¢ni vremenski niz gornji uvjet (2.1) nije zadovoljen i
Fourier-ova transformacija u striktnom smislu ne postoji kao kontinuirana funkcija ve¢ sadrzi
sumu delta funkcija na frekvencijama svih harmonika tog periodi¢nog signala (vidi kasnije).
Stoga se takvi signali )Nc[n] (~ naglasava periodi¢nost) perioda P cesto prikazuju pomocu
sume P diskretnih kompleksnih eksponencijala frekvencija:

o =22 72 k0., (2:4)

Sto je dano izrazom:

X 1P Jjogn 1P Zﬂkn (25)
= Tee' =f Tewe’ 7 n=0p .

Koeficijente cj razvoja u red, tj. kompleksne amplitude pripadnih eksponencijala moguce je
naci prema izrazu:

cp =Y xnle” P, k=01,.,P-1. (2.6)
n=0

Zbog analogije sa rastavom periodi¢nih vremenski kontinuiranih signala, ¢esto se izraz (2.5)
naziva diskretni Fourier-ov red (emgl. Discrete Fourier Series, DFS). Kod toga osim
periodi¢nosti diskretnog niza u vremenskoj domeni x[n]= x[n +rP] (r cijeli broj) vrijedi 1
periodi¢nost koeficijenata razvoja c¢j =cj,,p. Bilo kojih P susjednih uzoraka, bilo
vremenskog niza, bilo njegovih koeficijenata razvoja jednoznacno opisuje taj periodi¢ni niz.
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Pomocu ovako odredenih koeficijenata diskretnog Fourier-ovog reda moguce je napisati
¢ak 1 izraz za Fourier-ovu transformaciju X' (ej”) takvog periodi¢nog signala beskonacnog
trajanja 1 beskona¢ne energije i to pomocu izraza:

xi?)= S S 22 S0y 271 27)
= = P
r=—wk=0
Ovaj izraz se ne moze dobiti na osnovu (2.1) zbog problema konvergencije, ali se moze
pokazati da se njegovim uvrStavanjem u izraz za inverznu Fourier-ovu transformaciju
(IDTFT) (2.2) dobiva polazni beskonaéni periodiéni signal X[n].

Fourier-ova transformacija vremenski diskretnih aperiodskih signala konacnog trajanja
je kontinuirana funkcija od frekvencije @, prema (2.1). Radi predstavljanja takve funkcije na
racunalima pogodno je koristiti njene uzorke, a ne funkciju. Matematicki postupak kojim je
moguc¢e odrediti N uzoraka Fourier-ove transformacije X (e"“’) nekog aperiodskog

signala kona¢nog trajanja naziva se diskretna Fourier-ova transformacija (engl. Discrete
Fourier Transform, DFT) i1 dana je izrazima:

Nol o _j2Enk
X[k]= Zx[n]e N (2.8)
n=0
i N-1 j27rnk
xn]=— z X[kle™ N (2.9)
N 2o

Radi jednostavnosti izrazi se ¢esto zapisuju u obliku:

x[n]ﬁN_lX[k]WN”" I A (2.10)

k=0

S

gdje je W, dan izrazom:

2z

T 2.11)

Otipkavanje Fourier-ove transformacije izvedeno je u N ekvidistantnih tocaka s frekvencijama
oy, 0 < <2r, . vrijedi:

X[k]zX(eja’)‘ k=0, N—1. (2.12)

w=op=27k | N

Drugim rijeima, koeficijenti DFT transformacije X[k] predstavljaju uzorke od X (ej“’) na

frekvencijama @y, . Ulaz u DFT su uzorci diskretnog niza sa indeksima » =0,1,..., N —1.

Treba napomenuti da broj uzoraka DFT-a mora biti jednak ili ve¢i od duzine
aperiodskog niza R, dakle N >R. Ako je N strogo ve¢i od R, niz tada treba nadopuniti
nulama tako da je konacna duzina niza jednaka N. Za kauzalne je nizove postupak ocit jer
nule treba staviti iza zadnjeg uzorka originalnog niza, ali je situacija neSto sloZenija za
nekauzalne nizove. Kod njih treba odgovarajuci broj nula staviti takoder iza zadnjeg uzoraka s
pozitivnim indeksima, ali nakon nula treba staviti uzorke s negativnim indeksima i to tako da
uzorak sa indeksa -1 dolazi na indeks N-1, sa indeksa -2 na N-2 i tako dalje. Na taj nacin je
jedan nekauzalni aperiodski niz pripremljen za analizu primjenom DFT-a uz ocuvanje
njegovih faznih svojstava.
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Uz uvjet N >R se DFT-om dobije viSe uzoraka otipkanog spektra Sto daje vjerniju
sliku o samom spektru niza X (e’”). Da bi i uz veliki broj uzoraka DFT-a izraun bio brz,

razvijen je niz algoritama koji su po krajnjem rezultatu potpuno ekvivalentni DFT-u, ali su
ucinkovitiji, a time i1 brzi. Takvi algoritmi nazivaju se jednim imenom brza Fourier-ova
transformacija (engl. Fast Fourier Transform, FFT).

S obzirom da izrazi za DFS (2.5) i (2.6) definirani za periodi¢ne diskretne signale
izgledaju identi¢no kao oni za DFT (2.8) 1 (2.9) kojim se predstavljaju aperiodski diskretni
signali konac¢nog trajanja (osim imena c; 1 X[k], te periode P odnosno broja uzoraka N),

postavlja se pitanje njihove veze. Moze se pokazati da se svaki aperiodski diskretni signal
trajanja N moze pretvoriti u beskonacno periodi¢an tako da se ponavlja doti¢nih N uzoraka
niza, a sam aperiodski signal se uvijek moze dobiti kao samo jedna perioda takvog
periodiziranog signala. Takav postupak periodizacije u vremenskoj domeni rezultira
diskretnim spektrom pa samim time i razvoj u DFS ima smisla. MoZemo zakljuciti da u
definiciji DFT reprezentacije aperiodskog signala jednostavno prepoznajemo da nas
interesiraju samo vrijednosti x[n] u intervalu n=0,1,...,N—1 jer znamo da su druge
jednake nuli. Isto tako nas interesiraju samo vrijednosti X[k] u intervalu £ =0,1,..., N -1 jer
su one jedine potrebne u izrazu (2.9). Medutim, ono $to je vazno i treba zapamtiti jest da iako
je DFT de facto transformacija koja se koristi u praksi, rastav u DFS predstavlja teoretsku
podlogu. Inherentna periodi¢nost DFS transformacije ostaje i kod DFT-a, i u
vremenskoj i u frekvencijskoj domeni. To drugim rije¢ima znaci da iako znamo da imamo
aperiodski signal, inverznim DFT-om on biva periodiziran.

Iako se po definiciji koristi za konacne aperiodske nizove, pomoéu DFT-a moZemo
odrediti i harmonijski sastav beskona¢nog periodi¢nog signala (tj. koeficijente njegovog
DFS rastava) pod uvjetom da je broj uzoraka DFT-a N jednak ili cjelobrojni viSekratnik
periode P tog periodi¢nog niza. Ako to nije zadovoljeno, uzorci DFT-a X[k] ne odgovaraju
koeficijentima c;, 1 ne pokazuju ocekivani harmonijski sastav. Jednostavno objaSnjenje toga
je ¢injenica da DFT pretpostavlja periodi¢ko ponavljanje upravo tih N uzoraka, a poSto nije
obuhvacen cijeli broj perioda ulaznog niza, periodizirani niz ima neocekivane skokove na
rubovima ponovljenih blokova. Cinjenica da se radi o potpuno drugom periodiénom signalu
od onog kojeg smo imali na pocetku uzrokuje i pojavu drugacijeg harmonijski sastava.

Za uzorke DFT-a moguce je izraCunati amplitudu |X [k]| i fazu ZX[k] koji

predstavljaju otipkanu amplitudnu i faznu karakteristiku (spektar) od X (e-’ ‘”) prema izrazima:

k]| =V Refx (k)P + m{x k] . 2x[k]= atan2(im{x [k]} Re{X[k]} (2.13)

gdje je sa atan2 oznacena 4-kvadrantna arctg funkcija od imaginarnog i realnog dijela
kompleksnih uzoraka DFT-a X[k].
U nastavku ¢e biti opisana neka od svojstava DFT-a.

I. Realni vremensKi niz

Koeficijenti DFT-a realnog vremenskog niza imaju slijedeée svojstvo
X[k]= X[-k], (2.14)

tj. koeficijenti, simetri¢ni oko 0, su konjugirano kompleksni, odnosno realni dio im je jednak,
a imaginarni dio suprotnog predznaka

Re{ X[k]} = Re{ X[~ k]} , Im{X[k]}=—Im{X[-k]}. (2.15)
Zapisano preko modula (magnitude) 1 faze

IX[k] =|x[-k] . 2x[k]=-2X][-k] 2.16)
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proizlazi da simetri¢ni koeficijenti imaju jednake module, a pripadne faze su suprotnog
predznaka. Zbog toga je za realne vremenske nizove dovoljno poznavati samo prvih N /2 +1
koeficijenata DFT-a.

Napomena

Vazno je ovdje prokomentirati $to u stvari znaci simetri¢nost ili antisimetricnost DFT-a.
Ve¢ je reCeno da DFT za ulaz ima N uzoraka vremenskog niza izmedu 0 i N-1. Rezultat DFT
je niz uzoraka X[k] koji su takoder izmedu 0 i N-1. Prema izrazu (2.12) ti uzorci odgovaraju
frekvencijama 0 < w;, < 27 . Simetri¢nost/antisimetri¢nost je klasi¢no definirana s obzirom na
ishodiste (u ovom slucaju, frekvenciju 0) pa bi promatrani raspon frekvencija trebao u stvari
biti —7 <w;, <7z . Vidimo da uzorci DFT ne pokrivaju taj raspon. Ovdje stoga treba uzeti u
obzir periodi¢nost DFT-a §to znaéi da su uzorci DFT-a koji odgovaraju frekvencijama
7 <@y <27 upravo jednaki onima u rasponu — 7z < @y < 0. Dovoljno je, dakle, zamisliti da

se_desna polovica DFT uzoraka na indeksima & od N/2 do N-1 (za N paran) nalazi i lijevo
od ishodi$ta, na indeksima -N/2 do -1. Uz ovo gornji uvjeti imaju smisla.

II. Simetri¢ni/antisimetriéni vremenski nizovi
Ako je realni vremenski niz duzine N simetri¢an (paran), tj. vrijedi:

x[n]=x[-n] ,za n=1,...,%—1 (2.17)

tada su koeficijenti DFT-a €isto realni (imaginarni dio je jednak 0, Im{X [k]} =0).

Analogno, ako je vremenski niz antisimetri¢an (neparan):

x[n]=—-x[-n] ,za n=1,...,%—1 i x[0]=0 (2.18)

tada su koeficijenti DFT-a Cisto imaginarni (realni dio je jednak 0, Re{X [k]} =0).
Napomena

Ponovno treba dodati komentar da bi uvjet bio jasniji. Definicija simetri¢nosti opcenito
je vezana uz izgled signala s lijeve i desne strane ishodista. Nasuprot tome, ulazni niz u DFT
mora biti definiran za indekse od 0 do N-1. Ovdje takoder moZemo primijeniti inherentnu
periodi¢nost DFT transformacije i to onaj dio koji se odnosi na periodi¢nost u vremenskoj
domeni. Naime, N uzoraka ulaznog niza predstavlja samo ono $to gledamo, medutim DFT
podrazumijeva da se tih N uzoraka periodicki ponavlja u £ beskonacnost. Ako se provede
takva periodizacija, dobivamo signal koji s obzirom na ishodiSte moZe biti simetri¢an,
asimetrican ili niti jedno od toga.

Iz ove diskusije jasniji je 1 nacin kako ostvariti DFT nekauzalnog aperiodskog niza
koji ima uzorke i lijevo i desno od nultog indeksa. Kao §to je re¢eno, da bismo uopcée mogli
izracunati DFT tog niza, potrebno ga je prikazati izmedu uzoraka 0 do N-1. Ako nekauzalni
niz periodiziramo, uzorci sa negativne osi pojavit ¢e se oko indeksa N-1 i1 imat ¢emo niz od
kojeg mozemo raditi DFT.

III. Pomak vremenskog niza

Najprije razmotrimo svojstvo pomaka vremenskog niza za Fourier-ovu transformaciju
vremenski diskretnog signala (DTFT). Uzmimo diskretni niz x[n], te ostvarimo drugi niz,

pomaknut u odnosu na ovaj originalni za m koraka (m je cijeli broj), x, [n]= x[n —m]. Ako je
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DTFT prvog niza jednak X (ef‘") , tada za DTFT niza pomaknutog za m koraka X,, (ej a’),
vrijedi:

X,, (eja))zX(ejw)e_jw'm, (2.19)

Posto je modul od e~ /oM jednak 1, moduli DTFT-a originalne i pomaknute sekvence su

jednaki, a faze se razlikuju, jer ¢lan e /“” unosi linearni fazni pomak.

Za DFS transformaciju koja podrazumijeva ulazni beskona¢no periodi¢ni niz X [n]
perioda P vrijedi analogno svojstvo koje se moze opisati izrazom:

27k
I

k-m
— . P —e W
Ck’m =C, € =C, P

(2.20)

gdje su ¢y i ¢, DFS koeficijenti originalnog niza )Nc[n], te niza pomaknutog za m koraka

X [n - m] Sam pomak niza ne predstavlja nikakav problem s obzirom da je niz periodian pa
znamo da uzorci postoje 1 izvan raspona od 0 do P-1.

DFT transformacija je definirana za aperiodske diskretne nizove x{n] duZine N. Za
nju takoder vrijedi gornje svojstvo koje se moze zapisati kao:

X, [k]=x[xw, (2.21)

gdje su X [k] i X [k] DFT transformacije originalnog x[n] niza s vrijednostima definiranim
za indekse n=0,1,..., N —1, te niza pomaknutog za m koraka x[n—m]. U slucaju DFT-a,
medutim, treba biti jako oprezan §to zna¢i pomak niza. Posto se radi o aperiodskom signalu,
definiranom od 0 do N-1, a za sve druge vrijednosti jednak 0, to bi mozda znacilo da je
pomakom u vremenu dio originalnog niza zauvijek izgubljen. To naravno nije tako posebice
ako se podsjetimo na periodi¢nost u vremenu 'naslijedenu’ od DFS transformacije, a koja
vrijedi i za DFT. Naime, ako originalni aperiodski niz u glavi periodiziramo s periodom N,
pomaknemo za m koraka i od takvog pomaknutog, periodiziranog niza uzmemo samo uzorke
na indeksima od 0 do N-1, dobili smo pomaknuti aperiodski niz. Ono $to se de facto dogada
jest da se aperiodski niz pomice cirkularno unutar N uzoraka S§to odgovara operaciji
modulo N. Dakle svojstvo (2.21) vrijedi za signal x, [n]= x[(n —m), N].

IV. Signali u obliku periodi¢nih impulsa

Kod periodi¢nih signala koji imaju oblik niza impulsa, tj. kod kojih je mnogo uzoraka
jednakih 0, spektar je Sirok. Gotovo svi uzorci DFS-a su razli¢iti od 0. Vrijedi i dualno
svojstvo, tj. da §to je impuls u vremenu $iri, to mu je spektar uzi (sve viSe koeficijenata DFS-a
je priblizno jednako 0). Diskretna periodi¢na funkcija pogodna za promatranje ove pojave ima
oblik Gauss-ove funkcije 1 definirana je na jednom periodu P izrazom:

2(n-P/2)?

x[n]= 1 e P’ , n=0, ..., P-1.
oN2rx

(2.22)

Promjenom parametra o mijenja se Sirina Gauss-ovog zvona ($to je o manji, zvono je

uze). Modul koeficijenata DFS-a ima ponovno oblik zvona, ali §to je zvono u vremenu uZe,
zvono u Fourier-ovoj domeni je $ire i obratno.
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V. DFT diskretnog kosinusnog niza

Promatrajmo vremenski diskretni kosinusni niz amplitude A4, pocetne faze ¢ 1
frekvencije @,, danog sa:

X[n]= Acos(wyn+ @)= Acos(2z/P-my-n+gy), zan=-w0do (2.23)

gdje su mo 1 P cijeli brojevi, 0<m,<P/2. Broj P predstavlja osnovni period takvog

kosinusnog niza ili njegov viSekratnik u slucaju da mg 1 P nisu koprim brojevi. Takav signal
sadrzi to¢no my cijelih perioda kosinusnog signala unutar P susjednih uzoraka. Jasno je da se
radi o beskona¢nom periodicnom nizu. U skladu sa ve¢ reCenim (vidi izraz (2.7)), Fourier-ova

transformacija (spektar, DTFT) X (e-’ ”’) takvog niza ima oblik:
. 0 A A .
X(e]‘"): > 27r-(—e”’0 S(w—wy+2m-r)+—e 7?0 . 5(w+w, +27r-r)} ,  (2.24)
— 2 2
tj. ima delta funkcije na frekvencijama w=zxwo,+2rz, -c0o<r<owo, ¢ije su kompleksne

amplitude odredene amplitudom A i pocetnom fazom ¢y, dok je za sve ostale frekvencije
X(e"“”) jednako 0.

Da bismo uopcée mogli izraCunati DFT, moramo ograniciti kosinusni niz 1 promatrati
samo jedan njegov dio. To ograniCavanje niza u vremenskoj domeni odgovara mnoZenju
kosinusnog niza sa uzorcima jednog interesantnog i korisnog tipa vremenski diskretnog niza
koji se naziva vremenski otvor (engl. window). Postoji vise vrsta vremenskih otvora koji se
mogu Kkoristiti za ovu namjenu, a najjednostavniji je pravokutni vremenski otvor (engl.
rectangular window). Pravokutni otvor definiran je sa:

1,n=0,....L-1
W[n]={ " : (2.25)
0,1nace

tj. on ima uzorke jednake 1 samo za L uzoraka dok su svi ostali jednaki 0. MnoZenjem
beskona¢nog, kosinusnog niza sa ovim otvorom w|n] duzine L uzoraka dobiva se konacan,
aperiodski diskretni niz xj [n] koji ima vrijednost 0 za n<0 i n>L,aza n=0,1,...,L—1
ima uzorke ¢ije su vrijednosti jednake onima originalne kosinusoide X [n] U praksi, ako se za

ogranicavanje signala koristi pravokutni vremenski otvor nije potrebno provoditi mnozenje
vec se jednostavno izdvoji L uzoraka te kosinusoide.

U spektralnoj domeni, operacija mnozenja uzoraka niza 1 vremenskog otvora odgovara
tzv. periodickoj konvoluciji danoj izrazom:

T
XL(ef“’)=L j X(efe)- w(e/ @ Dyag (2.26)
2
-
gdje je X (ej a)) spektar ogranicenog niza, X(e’) spektar periodiénog niza dan izrazom

(2.24), a W(e*’ ‘”) spektar vremenskog otvora. Za pravokutni vremenski otvor vrijedi izraz:

L-1 :
W(ejw)z S 1o 2 gmie(L-D)2 sin(@l/2) (2.27)
i sin(w/2)

W(ej‘”) je krivulja s glavnom laticom 1 bo¢nim laticama (titrajima) koja prolazi kroz 0 u
tockama s frekvencijom koje su visekratnici frekvencije 27 /L, dok je vrijednost spektra
otvora za w=0 jednaka L. Gornji izraz opisuje spektar kauzalnog pravokutnog otvora
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pozicioniranog na indeksima 0 do L-1. Eksponencijalni ¢lan ispred omjera sinusnih funkcija
posljedica je pomaka otvora u vremenu za (L-1)/2 koraka u desno 1 predstavlja linearnu faznu
karakteristiku s nagibom -(L-1)/2. Periodickom konvolucijom se periodi¢ni spektar otvora

ponavlja na svim frekvencijama na kojima se nalaze delta funkcije od X (ej “) u rasponu

frekvencija w € [—x, ) te tako nastaje spektar X ; (ej “) dan izrazom:
X, (ejw)z A ioo gy ei@m)y A mive yy(pi@ron)y (2.28)
2 2

Ako od L uzoraka x;[n], n=0,..,L—1 sada napravimo DFT u N=L tolaka,
dobivamo N kompleksnih koeficijenata X [k], k=0,..,N—-1 koji su identi¢ni

vrijednostima funkcije X (ej “Y za @=2xk/N . Varijabla k se u kontekstu DFT-a esto u
engl. literaturi naziva bin.
U slucaju kada vrijedi L =P =N, tj. kada smo vremenskim otvorom izdvojili to¢no

jedan osnovni period signala koji sadrzava m perioda diskretne kosinusoide, te kada od tih L
uzoraka izracunamo DFT u istom broju tocaka, uzorci DFT-a su jednaki:

L-A/2-¢/%  k=mj
X[k]={L-A/2-¢/%0 k=N-my (2.29)
0 ostale £

Samo uz ovaj odnos L, P i N, uzorci DFT-a upravo odgovaraju koeficijentima DFS
razvoja pa izraz (2.29) predstavlja osnovu za koriStenje DFT-a u svrhu analize spektralnog
sastava periodi¢nih signala jer je vidljivo da je u koeficijentima DFT-a sadrzana informacija i
o amplitudi i o pocetnoj fazi svakog pojedinog harmonika ulaznog niza. U slucaju da se
diskretni niz sastoji od viSe harmonijskih komponenata zajednickog osnovnog perioda P, tada

svakoj kosinusoidi na binu m, odgovara jedan par DFT koeficijenata X[m,] 1 X[N-m,].
Gornji izraz ne vrijedi u sluaju istosmjernog signala (my=0) ili signala
frekvencije wy = 7, tj.my =P/2. Tada se dvije kompleksne eksponencijale preklapaju pa
postoji samo jedan uzorak DFT-a Cija je amplituda jednaka LA.

U slijede¢a dva paragrafa bit ¢e analiziran utjecaj broja uzoraka DFT-a N na
interpretaciju samih DFT uzoraka. Ako sa L uzoraka obuhvatimo to¢no jedan osnovni period
niza X [n] (. vrijedi P=L), a izratunajmo DFT u broju to¢aka N, koji je viSekratnik od L,
tj. N =r-L (nadopunjavanjem niza s nulama), tada ¢e svaki r-ti uzorak novog DFT-a biti
jednak uzorcima originalnog DFT-a izracunatog u L toCaka. Izmedu tih r-tih viSekratnika
pojavit ¢e se r-1 novih uzoraka koji su razli¢iti od 0. Ako je npr. N=2L, izmedu parnih
uzoraka, pojavit ¢e se jo$ po jedan novi razli¢it od 0. Ova situacija de facto odgovara guSéem
otipkavanju spektra aperiodskog signala x; [n], ¢ime se izgledom skupa uzoraka DFT-a

pribliZavamo stvarnom izgledu samog spektra X ; (ej “y.
Ako je uz isti uvjet P=L, N proizvoljni broj veéi od L (dakle nije njegov viSekratnik), i

dalje se DFT-om dobivaju uzorci spektra X (ej ) u ekvidistantnim to¢kama
o, =27/N-k, k=0,...,N—1, ali se ove frekvencije viSe ne poklapaju s frekvencijama

harmonika ulaznog signala. Krivulja X (ej ®Y je dakle otipkana na mjestima koja nam nisu
pogodna za odredivanje spektralnog sastava signala.
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Na kraju, analizirajmo i utjecaj veli¢ine vremenskog otvora L na znacenje dobivenih
DFT uzoraka. Ako je sa L uzoraka ograni¢enog kosinusnog niza xj [n] obuhvacdeno viSe
cijelih osnovnih perioda P originalnog periodicnog niza od kojeg se krenulo, tj. vrijedi
L =i-P gdje je i prirodni broj, kruzna frekvencija @, ulaznog diskretnog niza X [n] se moze
izraziti kao:
2% o =2 iy =2 (2.30)

mgy =—-i-my =TZO , lO JeClJellbrOJ,

a):
0= p L

dakle jednaka je 1 viSekratniku od 27 /L. Taj viSekratnik /y predstavlja upravo broj cijelih
perioda diskretne kosinusoide na L uzoraka. U slu¢aju da se DFT izvodi u N tocaka uz N=L,
uzorci amplitude DFT-a doti¢nog niza imati ¢e sve uzorke jednake nuli osim onih na indeksu
k=1Iy 1 N-Iy. Drugim rije¢ima, za neki periodi¢ni niz sa proizvoljnim harmonic¢kim
sastavom osnovnog perioda P, tek svaki i-ti uzorak DFT-a odgovara DFS koeficijentima.

Razmotrimo i sluéaj kada uzorcima x;[n] od 0 do L—1 nemamo obuhvaéen cijeli
broj perioda od x [n], tj. odnos L 1 P je proizvoljan. Tada kruZna frekvencija @, diskretnog
niza )Nc[n] viSe nije visekratnik od 27z /L. Ako je ulazni niz bio samo jedna kompleksna
eksponencijala zadane frekvencije o, , to ne izaziva neke poteskoce. Problem je medutim ako

imamo proizvoljni periodi¢ni niz osnovnog perioda P koji se sastoji od P takvih kompleksnih
eksponencijala na frekvencijama wy =2x/P-mq, m,=0,...,P—1. Diskretna kosinusoida

koja se analizira u ovom tekstu, takoder spada u ovu klasu jer se sastoji od dvije takve
kompleksne eksponencijale (prema cos(wgn) =1/ 2~(ej @n 4 = J®on ) jedna eksponencijala

je na pozitivnoj frekvenciji, a druga na negativnoj frekvenciji). Uslijed mnoZenja sa
vremenskim otvorom proizvoljne Sirine L u odnosu na P, spektar otvora ne prolazi kroz 0 na

frekvencijama harmonika pa dolazi do medusobne interakcije harmonika u spektru X ; (ej “y.

Ova pojava onemogucava analizu harmonijskog sastava takvog periodicnog signala
primjenom DFT-a. Pojava se naziva 'razmazivanje' spektra, a moze se interpretirati i
¢injenicom da se periodizacijom aperiodskog niza x, [n] u stvari dobiva neki novi periodi¢ni

signal, a ne polazni periodi¢ni niz X [n]

Realizacija na DSP maketi

U dijelu vjezbe s DSP maketom pokazat ¢e se usporedba idealnih frekvencijski
ograni¢enih signala i realno otipkanih. Time ¢e se pokazati neki efekti otipkavanja na izgled
DFT-a. U svim promatranim sluc¢ajevima, DFT se ratuna na vremenski ograni¢enim
kosinusnim signalima pa vrijedi sve rec¢eno pod stavkom V. iz teoretskog dijela vjezbe. Kako
je u vjezbi broj uzoraka otvora fiksan, u opéem slu¢aju nema cijeli broj perioda na
promatranom odsjecku signala pa dolazi do razmazivanja spektra (frekvencije komponenata
od kojih je sastavljen signal ne podudaraju se s frekvencijama spektralnih komponenti koje
postoje u DFT transformaciji).

Na vjezbama ¢e se promatrati dva signala istog oblika i frekvencije, ali dobivena na dva
razli¢ita nacina. Prvi signal dobiven je otipkavanjem analognog signala iz generatora
funkcija ugradenog u DSP maketu. Posto je to realan signal on osim potrebnih harmonika
osnovne frekvencije, koji su sastavni dio promatranog signala, sadrzi i neke druge
frekvencijske komponente koje su prigusene za neki iznos u odnosu na osnovne, ali doprinose
iznosu ukupnog signala (u biti uzrokuju izobli¢enje signala). Pojava takovih komponenata
posljedica je razlicitih nelinearnih efekata unutar generatora funkcija. Nadalje, kao posljedica
filtracije odredene ulaznom karakteristikom A/D pretvornika (antialiasing filtar) dolazi do
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odbacivanja harmonijskih komponenti koje se nalaze iznad polovice frekvencije otipkavanja.
To odbacivanje nije idealno jer radi realnog filtra ipak dolazi do preslikavanja nekih
komponenti u blizini polovine frekvencije otipkavanja. Te komponente su dosta prigusene $to
filtrom, §to samim smanjenjem iznosa harmonika te ne utje€u u nekoj ve¢oj mjeri na signal.
Proucavanjem spektra otipkanog signala mozemo ustanoviti kvalitetu generatora funkcija te
koriStenog A/D pretvornika. Sama usporedba signala se na vjezbama provodi na razli¢itim
frekvencijama za tri valna oblika (sinus, trokut i pravokutnik).

Kao drugi (referentni) signal uzima se u Matlabu Konstruirani signal dobiven
sintezom osnovnih harmonijskih komponenti, koje proizlaze iz idealnog (matemati¢kog)
rastava signala po frekvencijskim komponentama tj. razvoja u Fourier-ov red. Matematicki
izrazi za promatrane valne oblike su slijedeci:

Sinus: y(t)y=sin2-7-f 1) (2.31)

_ _ 8 &y ysin-z-f(2:n-1)-1) » 30

Trokut: y(t)—ﬁz HZ:;( 1) @1} (2.32)
o 4 &Gsinezef(20n-1)00) )33
Pravokutnik: y(t) = - z Y1 (2.33)

n=1

1z izraza je vidljivo da se trokutni i pravokutni signal sastoje od beskona¢nog broja viSih
neparnih harmonika osnovne frekvencije f. U skladu sa realnim sluajem signala, pri
konstrukciji referentnog signala uzimaju se samo one komponente koje su manje od polovice
frekvencije otipkavanja. Ispustanje viSih harmonijskih komponenti uzrokuje izoblic¢enje
konstruiranog signala Sto je vidljivo na njegovom vremenskom prikazu i to narocito u slucaju
kada je sintezom obuhvacéen mali broj frekvencijskih komponenti.

22



Zadatak za pripremu

1) Izvesti analiticki izraz za Fourierovu transformaciju X (ej “) aperiodskog, vremenski
diskretnog niza x[n] prikazanog slikom, koji je definiran za indekse —1<#n <1, a za sve druge

indekse je jednak 0. Odrediti kolika je vrijednost X (ej Yzaw=rn/4.

2) Imajuéi u vidu da je niz nekauzalni odrediti diskretnu Fourierovu transformaciju
X[k] niza x[n] u N=4 tocke (pogledati DFT nekauzalnog aperiodskog niza iza definicije
DFT-a u teoretskom dijelu vjezbe). Odrediti i nacrtati amplitudu i fazu uzoraka DFT-a.

3) Odrediti DFT X.[k] kauzalnog niza x.[n] koji ima iste vrijednosti kao x[n], ali je
definiran za indekse 0 <n <2, a za ostale je 0. Ovaj niz de facto predstavlja pomaknuti niz za
jedan korak u desno u odnosu na pocetni. Provjeriti da 1i za X[k] 1 X [k] vrijedi svojstvo
pomaka vremenskog niza opisano u stavci 1. teoretskog dijela vjezbe.

RjeSenje zadatka:

x[n] 4
1
f)-i_

o *n
11
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Prakticna vjeZba

MATLAB PROGRAM ZA IZRACUNAVANJE DFT-a APERIODSKOG NIZA

1. Za aperiodski, vremenski diskretan niz x[n] zadan u zadatku za pripremu napisati
Matlab program (skriptu) kojim se izraCunavaju i prikazuju Fourierova transformacija

vremenski diskretnog signala (DTFT) X (ej ®) 1 diskretna Fourierova transformacija (DFT)
X[k] tog diskretnog niza. Slijediti upute u nastavku.

a) DTFT je kontinuirana funkcija frekvencije @ pa se kao takva ne moze direktno
izraCunati i prikazati koriStenjem Matlaba. Ono $to se medutim moZze napraviti jest izracunati
1 prikazati DTFT kao diskretni niz u vrlo velikom broju to€aka. U skladu s tim treba najprije
definirati broj frekvencija K u koliko ¢e se DTFT izracunati. Neka je K=1024. Potrebne
frekvencije @ ostvariti u rasponu 0<w <27 (jer 2m ve¢ predstavlja slijedecu periodu).
Koristiti naredbu om=[0:K-1]/K*2*pi kojom se definira vektor om sa K elemenata cije
vrijednosti su od 0 do malo manje od 2.

b) Napisati u Matlabu izraz za DTFT prema analitickom izrazu dobivenom u 1) dijelu

rjeSenja zadatka iz pripreme. Oznaciti DTFT npr. imenom xs. Za imaginarnu jedinicu J-1
uzeti j. Koristiti bilo funkcije sin( ) i cos( ), bilo exp ( ). Imati u vidu da posto se u izrazu
za Xs kao varijabla pojavljuje vektor (s obzirom da se radi o DTFT-u to je vektor s
frekvencijama om), sam xs je vektor iste veliCine s vrijednostima DTFT-a za svaki element
vektora om.

¢) Izracunati amplitudni i fazni spektar na temelju DFTF-a xs koriStenjem Matlab
funkcija abs ( ) (za amplitudni) 1 angle( ) (za fazni spektar). Osim toga izracunati realni 1
imaginarni dio spektra Matlab funkcijama real ( ) 1 imag( ).

d) Broj to¢aka N u koliko se izraCunava DFT unijeti koriStenjem naredbe input. Kod
testiranja, moze se odabrati N=4. Napraviti vektor k& s indeksima DFT-a u rasponu
0<k<N-1.

e) Prema dijelu rjeSenja zadatka iz pripreme pod 2) realizirati u Matlabu diskretni niz
xp[n] koji predstavlja ulaz u DFT, a dobiven je iz x[n]. Potrebni broj nula do ukupnih N
tocaka ostvariti pomoc¢u naredbe zeros (1,N-3) (originalni niz ima 3 uzorka) te ih postaviti
na pravo mjesto u vektoru.

f) Izracunati DFT koriStenjem naredbe fft (xp, N) koja izraCunava DFT u N toCaka
bilo pomoc¢u uc¢inkovitog FFT postupka ako je N potencija broja 2, bilo normalno na manje
ucinkovit nacin ako je N neki drugi broj.

g) KoriStenjem istih naredbi kao u tocki c) izraCunati amplitudu i1 fazu te realni i
imaginarni dio DFT uzoraka.

h) Slijede naredbe za prikaz. Prije svake slike pozvati funkciju £igure za otvaranje
novog prikaza. Na prvoj slici prikazati niz xp pomoc¢u naredbe stem uz odgovarajuce indekse
n=[0:N-17.

1) Na drugoj slici pomoc¢u naredbe subplot (kojom se prikazuje vise odvojenih
grafova na jednoj slici) prikazati amplitudu i fazu DTFT-a i DFT uzoraka na nacin kako
slijedi. Kod prikaza najprije sa subplot(2,1,1) pristupiti prvom (gornjem) grafu.
Koristenjem naredbe oblika plot (x1,v1,'-',x2,Y2,'0") na grafu prikazati amplitudu
DTFT-a punom linijom ('-') te amplitudu DFT-a simbolom ('0'). Os apscisa za DTFT je
vektor om, a za DFT bi trebao biti vektor k&. Medutim, da bi obje amplitudne karakteristike
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mogli prikazati na istom grafu S§to zelimo uciniti, moramo vrijednosti indeksa DFT-a £,
0 <k < N —1prikazati kao funkciju frekvencije om, 0 <@ < 27, tj. kao k*2*pi/N. Broj tocaka
se naravno ne mijenja. Sa ylabel ('staviti text') oznaliti y-os ovog grafa da se zna Sto
prikazuje. Pristupiti zatim sa subplot (2,1,2) donjem grafu i na analogan nacin prikazati
faze DTFT-a i DFT uzoraka. Na kraju izgenerirati naslov za cijelu sliku koji ispise
vrijednosti koriStenih K i N . Za to se koristi naredba str=sprintf ('K=%d, N=%d',K,N);,
koja ¢e vrijednosti K 1 N ubaciti u string str, a zatim taj string treba postaviti na sliku
naredbom title (str) .

J)  Analogno prethodnom koraku, na treéoj slici na isti na¢in kao pod stavkom 1)
prikazati realne i imaginarne dijelove DTFT-a i DFT uzoraka.

2. Izvesti program uz N=4 1 promotriti dobivene prikaze. Zatim izvesti program uz
N=16. Sto se promijenilo sa prikazom DFT-a ?

Vizuelno provjeriti da li za DFT (kao i za DTFT) vrijede svojstva realnog niza opisana u
stavci [. teoretskog dijela vjezbe. Kako moraju izgledati amplituda, faza, te realni i imaginarni
dio DFT-a s obzirom na indeks 0?

Izvesti program uz N=1024. Sjetiti se da je DTFT prikazan takoder u N=1024 tocke.
Kako sada izgledaju prikazi ? Cemu bi opcenito tezio DFT kada bi se broj uzoraka povecavao
do beskonacnosti ?

MATLAB PROGRAM ZA IZRACUNAVANJE DFT-A KOSINUSNOG NIZA

3. Napisati MATLAB program (skriptu) kojim se izracunava DFT beskonacno
periodi¢nog, vremenski diskretnog kosinusnog niza X [n]: cos (w, n)=cos(2zm/P-n), u N
tocaka gdje varijabla m moze poprimiti vrijednosti 0<m < P/2-1, a P je osnovni period
niza. Teoretska podloga dana je u stavci V. teoretskog dijela vjezbe. Raditi u skladu s
uputama koje slijede.

a) Frekvencija kosinusnog niza @ neka je definirana preko brojeva P i m, kako se
vidi iz gornjeg izraza za x[n]. Ostvariti unos P i m koriStenjem naredbe input.

b) Da bi se mogao raditi DFT, beskonac¢ni niz treba ograni€iti u vremenu na duzinu L.
To se izvodi primjenom vremenskog otvora, a u ovom zadatku koristit ¢e se najjednostavniji,
pravokutni otvor. Broj L, te broj to¢aka N u koliko se izraCunava DFT unijeti koriStenjem

naredbe input. Realizirati vektor n s indeksima vremenskog niza, 0 <n< L -1 te vektor k s
indeksima DFT-a, 0<k <N -1.

c) IzraCunati skraceni niz od X[n] u L tocaka, x;[n], uz indekse u vektoru n. S

obzirom da se koristi pravokutni otvor dovoljno je samo izraCunati niz za L indeksa. Da je
koriSten neki drugi tip otvora, trebalo bi pomnoziti uzorke signala i otvora.

d) Izracunati DFT niza x;[n] u N tocaka uz indekse u vektoru k.
e) lzracunati amplitudu, fazu, te realni i imaginarni dio uzoraka DFT-a.

f) Na prvoj slici (kao 1 do sada prethodno pozvati naredbu figure) prikazati skraceni
kosinusni niz x; [#] pomocéu naredbe stem uz odgovarajuce vremenske indekse.

g) Analogno prikazima u programu iz 1. zadatka, naredbom subplot prikazati na
drugoj slici amplitudu i fazu DFT-a, a na trecoj realni i imaginarni dio DFT. Obzirom da
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treba prikazati samo uzorke DFT-a, zamijeniti plot naredbu, naredbom stem. U naslovu
slike neka su ispisane vrijednost korisStenih N, L 1 m.

4. lIzvesti program uz slijedeé¢e parametre: P=L=N=10, m=1 i promotriti slike. Nakon
toga izvesti program uz iste P, L i N, ali za m odabirati redom 2 pa 5. Svaki put se
generiraju po tri nove slike.

Prouciti 1 usporediti slike koje prikazuju diskretni niz. Zatim prouciti slike koje
prikazuju pripadne amplitude DFT uzoraka. Na koji nacin izgled amplitude DFT-a ovisi o
broju m? Koje je znacenje broja m u smislu periodi¢nosti diskretnog niza na L uzoraka?

Zatvoriti sve postojee slike naredbom close all. Izvesti program uz parametre:
P=L=N=10, m=1. Pogledati diskretni niz. U glavi ga periodizirajte. Kakav je izgled tog
periodiziranog niza s obzirom na simetri¢nost oko ishodista? Pogledati amplitude i faze te
realni 1 imaginarni dio DFT uzoraka s obzirom na simetri¢nost (misli se na simetri¢nost oko
ishodista — vidjeti svojstvo DFT-a pod II). Obratiti paznju na veli¢ine na y-osi. Jako male
vrijednosti (<10"%) ukazuju na to da se u stvari radi o vrijednostima koje bi trebale biti
jednake nula, ali to nisu zbog numerickih pogresaka prilikom racunanja. Ako su dakle bilo
realni bilo imaginarni ili ¢ak oba dijela DFT-a veoma mali brojevi, fazna vrijednost koja se
izraCunava na temelju njih nema smisla te se u prikazima ponasa nepredvidivo.

Izvesti sada program jos uz N=20 i N=40, a ostale parametre zadrzati istima i usporediti
pripadne amplitude DFT uzoraka. Kako to da amplituda DFT-a uz ve¢i N ima uzorke koje ne
oc¢ekujemo s obzirom na postojanje samo jedne harmonijske komponente na frekvenciji @, ?

Sto se dogada povec¢avanjem broja uzoraka u kojima se radi DFT?

Zatvoriti sve postojece slike. Izvesti program uz parametre: P=L=N=10, m=1.4, te
promotriti dobivene slike. Kada m nije cijeli broj, a ostali parametri su jednaki, to znaci da na
tom broju uzoraka nema cijeli broj perioda kosinusa. Kako se to odrazava na izgled amplitude
1 faze te realnog i1 imaginarnog dijela DFT uzoraka ? Skicirati kako bi izgledao niz nastao
periodiziranjem postoje¢ih N uzoraka niza u vremenu. Prokomentirati.

FREKVENCIJSKA KARAKTERISTIKA REALNIH SIGNALA OTIPKANIH NA DSP
MAKETI

5. U komandnom prozoru MATLAB-a pokrenuti program vj2 unosom naredbe
vj2 <ENTER>. Prije toga je potrebno uci u direktorij vj2. Za usporedbu matematicki
konstruiranih signala sa signalima otipkanim s DSP makete sa padaju¢eg menija u gornjem
desnom uglu odabrati opciju Otipkavanje signala. Odabrati frekvenciju signala 900 Hz 1
sinusni valni oblik (ovo su parametri po kojima ¢e MATLAB konstruirati zeljeni idealni
signal). KoriStenjem tipke Prijenos programa na maketu prenosi se program za otipkavanje
signala na DSP maketu (prije prijenosa programa upaliti maketu i sac¢ekati da prode proces
inicijalizacije). Na maketi podesiti sinusni valni oblik uz frekvenciju 900 Hz (ovo je zeljeni
realni signal koji dobivamo iz funkcijskog generatora). Na DSP maketi pritisnuti tipku
‘interrupt’ ¢ime se zaustavlja izvrSavanje programa uz spremanje otipkanih uzorka u
memoriju DSP procesora. Tipkom Prijenos podataka s makete prenose se otipkani uzorci s
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DSP makete u memoriju raunala. Usporedba signala se provodi u vremenskoj i
frekvencijskoj domeni.

U vjezbi se moze odabrati da li se za ograni¢enje beskonacnog niza koristi pravokutni ili
jedan nesto drugaciji otvor koji se naziva Blackmanov (vremenski otvori su detaljnije
diskutirani u Vjezbi 3.). Izgled ovog otvora u vremenskoj domeni je takav da u mnozenju sa
signalom, sam signal nije skokovito prekinut ve¢ je postepeno prigusen prema rubovima
promatranog intervala. Nadalje, djelovanje ovog otvora u frekvencijskoj domeni je takvo da
su bocne latice otvora manjih amplituda pa se time moZe bolje istaknuti spektralni sastav
signala, Sto se moze i vidjeti. Prilikom izraCunavanja spektra signala moguce je koristiti
Blackman-ov vremenski otvor (aktiviranjem opcije KoriStenje vremenskog otvora) radi
poboljsanja karakteristike dobivenog spektra.

Za otipkani, odnosno konstruirani signal opisati razlike odnosno sli¢nosti u vremenskoj,
odnosno frekvencijskoj domeni. Opisati utjecaj vremenskog otvora na spektar signala.

Ponoviti postupak za pravokutni signal frekvencije 900 Hz. (odabrati zeljenu
frekvenciju 1 valni oblik u aplikaciji, resetirati DSP maketu, prenijeti program na DSP
maketu, odabrati Zeljeni valni oblik i frekvenciju na DSP maketi, na maketi pritisnuti tipku
‘interrupt’, prenijeti podatke s DSP makete u racunalo). Precrtati spektar otipkanog
pravokutnog signala iz funkcijskog generatora i na sliku upisati porijeklo i teoretski ocekivani
iznos svake pojedine komponente koja se na
slici isti¢e. Objasniti pojavu komponenti koje
nisu bile teoretski oc¢ekivane.

Ponoviti postupak za pravokutni signal frekvencije 50 Hz. Precrtati jednu do dvije
periode otipkanog i konstruiranog signala u vremenu. Do promjene valnog oblika
pravokutnog (a 1 trokutnog signala) dolazi
zbog postojanja izmjenicne, AC veze (serijski
kondenzator) na ulazu u  maketu.
Frekvencijska karakteristika takvog ulaznog
kruga je oblika visokog propusta, ali ono §to
posebno treba naglasiti jest da je fazna
karakteristika izrazito nelinearna do cca.
500 Hz. Zbog nelinearnosti faze za prvih
nekoliko harmonika u pravokutnom signalu
dolazi do faznih izobli¢enja koja uzrokuju dobiveni valni oblik. Uz istu frekvenciju ponoviti
postupak za trokutni i sinusni signal na ulazu. Zasto promjena valnog oblika nije vidljiva
kod sinusnog signala?

Zasto je na viSim frekvencijama ulaznog signala gore promatrani efekt manje izrazen?

27



Za one koje Zele znati i vise

MATLAB APLIKACIJA - DFS POMAKNUTOG NIZA

6. Ova vjezba kao i sve koje slijede se takoder rade u programu vj2. Svojstvo DFS-a
koje ¢e se ovdje promatrati je utjecaj pomaka niza u vremenu na koeficijente DFS-a (stavka
II1. teoretskog dijela vjezbe). Na padaju¢em izborniku u gornjem desnom kutu odabrati opciju
Pomak niza ¢ime ¢e program generirati pravokutni periodi¢ni vremenski niz na osnovu
zadanog broja uzoraka po periodi i Sirine bloka jedinica. Pored toga generira se isti takav
signal, ali pomaknut u vremenu za zadani broj koraka. Parametri koji definiraju oba signala su
broj uzoraka po periodi signala (N), Sirina bloka jedinica (M) te pomak u broju uzoraka
izmedu signala (m). Za pocetak odabrati kombinaciju N=16, M=2, m=1.

Prouciti pripadne DFS koeficijente (realni dio, imaginarni dio, modul, faza). Opisati
uocCena svojstva. Napisati izraz za fazni pomak te uvrstiti gore navedene koeficijente. Da li
rezultati proracuna odgovaraju rezultatima dobivenim u MATLABU ?

Ponoviti postupak za razliCite vrijednosti parametara N, M i m te diskutirati rezultate.

MATLAB APLIKACIJA - DFT VREMENSKI SKALIRANOG NIZA

7. Za promatranje utjecaja vremenskog skaliranja niza na DFS koeficijente (stavka I'V.
teoretskog dijela vjezbe) odabrati opciju Skaliranje niza. Ovom opcijom generiramo
periodi¢ni niz ¢iji je jedan period duljine N=64 oblika Gauss-ovog zvona. Promjenom
parametra o (sigma) mijenja se Sirina zvona §to odgovara skaliranju signala u vremenu.
Parametar je mogucée unijeti numericki (u intervalu [.01;10] ili preko pomicne trake (engl.
slide bar). Za pocetak odabrati vrijednost o =1. Program prikazuje, za odabrani parametar,

signal u vremenskoj domeni te pripadne module DFS koeficijenata. Opisati prikazane slike.

Ponoviti postupak za 6=.01 i 6=10. Kakav je sada odnos izmedu oblika vremenskog
signala 1 pripadnih modula DFS koeficijenata? Eksperimentirati i s drugim vrijednostima
parametra o .

MATLAB APLIKACIJA - UTJECAJ SIMETRICNOSTI VREMENSKOG NIZA NA
KOEFICIJENTE DFS-A

8. Ovdje ¢e se proucavati svojstva DFS-a vezana uz simetricnost odnosno
antisimetri¢nost realnih nizova (stavka II. teoretskog dijela vjezbe). Unutar grafickog sustava
odabrati opciju Simetri¢ni/antisim. niz. Spomenuta svojstva ¢e se proucavati na periodicnom
nizu s dva bloka jedinica za simetri¢ni slu¢aj, odnosno jedan blok jedinica i jedan blok minus
jedinica za antisimetri¢ni slu¢aj. Ostali uzorci vremenskog niza (signala) su nula. Ukoliko se
odabere 16 uzoraka po periodi signala, 2 uzorka u bloku jedinica i simetri¢an signal,
program ¢e izgenerirati simetrican vremenski niz duljine 16, koji ima dva uzorka lijevo i1 dva
uzorka desno od nule jednaka jedan, a sve ostale nula. Za tako definirani signal na donje dvije
slike prikazan je iznos pripadnih koeficijenata DFS rastava. Opisati opazena svojstva DFS
razvoja ovakvog signala (svojstva realnog dijela, imaginarnog dijela, modula i faze).

Ponoviti postupak za antisimetricni signal. Varirati broj uzoraka po periodi signala te
Sirinu bloka jedinica.
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