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Analogni elektricki filtri
1. Definicija filtra

Definicija filtra

o Filtar je naprava ili sistem koji na odredeni unaprijed
propisani nacin vrsi konverziju veli¢ina na svojim
ulazima u veli¢ine na svojim izlazima.

e Cilj: umanjiti nezeljena svojstva ulaznih veli¢ina

zadrzati ili istaknuti Zeljena svojstva.

o Elektricki filtar je sistem ¢ije su ulazne i izlazne
velicine elektricki signali.

e Njegova funkcija je da na propisani nacin
promjeni karakteristike spektra ulaznog signala.

e Termin "elektricki" vezan je za karakter signala kojeg
se tim filtrom obraduje (ne ovisi o nacinu izvedbe).

Analogni elektricki filtri
2. Prijenosna funkcija filtra

Prijenosna funkcija filtra

o Elektricki filtar je sistem, pa ga je u tom smislu
moguce definirati kao skup specifikacija kojima su
odredeni odnosi izmedu njegovih ulaza i izlaza.

x(t) y(©)

F

Sistem s jednim ulazom x(t) i jednim izlazom y(t)

Prijenosna funkcija filtra

e Za linearni i vremenski nepromjenjiv sistem odnos
izmedu ulaza i izlaza sistema definiran je
konvolucijskim integralom

y(t) = _[h(t - D)x(1)dt
0

e ...gdjesu:
o h(t)  impulsni odziv sistema,
« X(t)  ulaz, poticaj ili pobuda
o y(t) izlaz ili odziv sistema

Prijenosna funkcija filtra

¢ S matematickog glediSta sustav je moguce shvatiti kao
operator koji djeluje na funkciju ulaza, §to se moze
opisati izrazom :

y(t) = F{x()}
... gdje je F operator.

e Laplaceovom transformacijom konvolucijskog
integrala dobiva se odnos ulaznog i izlaznog signala u
frekvencijskoj domeni :

Y (s) = H(s) - X(s)
... gdje je H(s) prijenosna funkcija filtra

Prijenosna funkcija filtra

e Prijenosna funkcija H(s) definirana je kao omjer
Laplace-ovih transformacija izlaznog i ulaznog signala

Y(s)

X(s)

e Op¢i oblik elektrickog filtra koji se razmatra je
elektricka mreza sastavljena od kona¢nog broja
elemenata koji su:

H(s) =

« koncentrirani,
« linearni,

« vremenski nepromjenjivi.




Prijenosna funkcija filtra

o Za takve sustave ulazno-izlazne odnose moguce je
definirati diferencijalnom jednadzbom N-tog reda

oblika: aN dN-! d
y y y —
N dt—N+ byoy dtNi"*—m*bl a-%— byy =
_ dMx dM~'x dx
AN G M T et g X

e ... gdje su b, (i=0,N) i q; (j=0,M) realni koeficijenti.
e Lapalce-ovom transformacijom slijedi:
bysNY () + by sNTY (8)+...4bsY () + b Y (s) =

= aMsMX(s)+ aM,lsM'IX(S)+....+a1sX(S)+ a,X(s)
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Prijenosna funkcija filtra

e Separacijom X(s) i Y(s) moguce je prijenosnu funkciju
H(s) izraziti kao: M
>as'

Y(s) aysM+ay_ sV '+ rasta, S

H(s) =
® X(s)  bysN +by sV +. 4b s+ by ibsj
j

=0

o Funkcija H(s) je realna racionalna funkcija
kompleksne frekvencije s, koju je mogude prikazati u
obliku omjera dvaju polinoma s realnim koef. :

P(s)
H — 1)
® =30

Prijenosna funkcija filtra

e H(s) je moguce prikazati i u slijedecem obliklh:

1‘_[| (s—s4i)
(stpj)

H(s) = k (s=som (5= Som1)--(5= 802 )(S = So1) -k

(57 SpN )(57 SPN’I)"'(87 Sp2)(87 Spl)

e gdjesu:

vuz

e s, (i=1,...,M) korijeni polinoma u brojniku P(s)
ili nule prijenosne funkcije,

« 8, (j = 1,...,N) korijeni polinoma u nazivniku Q(s)
ili polovi prijenosne funkcije,

« k ... realna konstanta jednaka k = a,,/by.

Prijenosna funkcija filtra
e U oba slucaja korijeni mogu biti realni ili kompleksni.

e Svaki kompleksni korijen ima odgovarajuci
konjugirano kompleksni par, pa se uparivanjem, H(s)
moze prikazati u obliku:

T M
H (s2 +20 8+ Qoiz) H (s—0,)
H(S) =k i:tl i:2Nr+l
H (Sz +20m‘s+9m2) H (S_GPI)
j=1 =211
o ili S ) T
H[s + °‘S+Qoi) I1 -0
H(s) = k ‘:‘1 ngm i:erH
(SZJripJSJranz) H(S_Gm)
j=1 A pj j=2tel 13

Prijenosna funkcija filtra

s je kompleksna varijabla, tj. s=c +jQ, pa je onda i
funkcija H(s) kompleksna veli¢ina za neki proizvoljni
broj s.
U uvjetima stacionarnog stanja sinusne pobude,
varijabla s postaje jednaka jQ , pa i prijenosna funkcija
H(s) postaje H(jQ2).
H(j€2) se naziva kompleksnom frekvencijskom
karakteristikom filtra.

H(jQ) = H (@)
Osnovna funkcija elektrickih filtara sadrzana je upravo
u obliku frekvencijske karakteristike H(j€2).
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Analogni elektricki filtri
3. Frekvencijska karakteristika

Frekvencijska karakteristika

e Promjene koje elektricki filtar treba unijeti u spektar
ulaznog signala najcesce se svode na prigusenje ili
eliminaciju odredenih nepozeljnih frekvencijskih
komponenti tog signala.

e Za zadani ulazni signal x(t) s pripadnim frekvencijskim
spektrom X(j€2), X(jQ) = [X(jQ)e jox(Q)

... spektar izlaznog signala odreden je izrazom :
Y(iQ)= [y (jQ)e '™ = H(jQ) X(jQ)

... kao umnozak spektra signala i prijenosne funkcije.
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Frekvencijska karakteristika

e Za module i faze [Y(jQ)|=HGQ)| X(jQ)]
vrijede slijedeéi izrazi: @y (Q)= @ (Q)+ P (Q)

e Modul prijenosne funkcije elektrickog filtra Cesto se
izrazava preko svoje logaritamske mjere :
INHGQ)=InHGQ) - j®(Q)=a,(Q)-j®(Q)

... gdje se funkcija 0 (£2) naziva se logaritamskom
mjerom pojacanja filtra i izrazava u Neperima [N].

e Ako se modul logaritmira po dekadskoj bazi dobiva se

logaritamska mjera pojacanja izraZzena u [dB]
o (Q)=20log[H(jQ)|=8.686 0 (Q)

Frekvencijska karakteristika

e Pored fazno frekvencijske karakteristike ®(£2), cesto se
koristi i funkcija grupnog vremena kasnjenja T,(€2)
definirana kao:

4o (Q)

Te(@)= -~




Analogni elektricki filtri
4. Primjer analognog filtra

Primjer analognog filtra

e Prijenosna funkcija H(s) = U,(s) / U;(s) mreze prema
slici glasi: L

2 2
H(s) = k ST+ Q)

Primjer analognog filtra

e Uz vrijednosti elemenata R=1kQ, C,=C,=1nF
i L =0.5 mH, prijenosna funkcija H(s) glasi:

s2+2.10"

L s+2-107
CiProio 2 N = o 05100+ 107
q, ' . ..
! Y U, o Polovi funkcije su:
o ...gdjesu: Spi2 :—%«10611'?406
(- Ci o - | e ...anjene nule :
Ci+C,y ° JLC, So1, = £j/2-10°
1
S S c,+C
&= JLc,rc) 4,=R 'z :
19 20 21
Primjer analognog filtra Primjer - amplitudno / frekv. karakteristika Primjer analognog filtra

. . 3 3 . HG)I . - .

e Uvrstenjem s = jQ u prijenosnu funkciju H(s) dobiva se 14 e Fazno frekvencijska karakteristika filtra glasi:
kompleksna frekvencijska karakteristika filtra H(jC2): 12 N I
. Q. -’ B (*"QJ
H(jQ) = k s 1 a,
—0*+j2ro 0.’ d)(Q):nS(Q—QU)—arcth
ap 0.8 \ ( L )
e Amplitudno frekvencijska karakteristika je modul 0.6 e Nule na imaginarnoj osi uzrokuju skok u faznoj
gornjeg izraza: 04 L karakteristici na frekvenciji Q = €, §to je
) ‘Q ol 2‘ ’ \ posljedica promjene predznaka funkcije H(j€2)
H(jQ)|= k o 2 0.2 \/ na toj frekvenciji.
\/(sz—gz) +(—pQ] 0
i 10° 10° 10 @
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Primjer - fazno / frekvencijska karakteristika

D(Q) []

40
L %\\\_ |

-120

-160

10° 10° 107

Primjer analognog filtra

o Karakteristika grupnog kasnjenja T,(€2), dobije se
deriviranjem izraza za fazu po frekvenciji Q :
(@,>+Q%)q,/q,
(@, -e) +(2,2/q,)
e Diracov d-impuls u tocki Q = Q, posljedica je

skoka u fazi, odnosno postojanja nula prijenosne
funkcije na imaginarnoj osi.

T,(Q)= -78(Q - Q,)+

Primjer - grupno vrijeme kasnjenja
T,(Q) [us]

10° 10° 10’

27




Analogni elektricki filtri
5. Tipovi filtara

Tipovi filtara

e Filtre je moguce obzirom na oblik frekvencijske
karakteristike podijeliti u dvije skupine :
« selektivni filtri
« korektori
e Kod selektivnih filtara oblik [H(j<2)| je takav da je
moguce jasno razlikovati frekvencijska podrucja u
kojima je ulazni signal prigusen od onih u kojima je on
propusten.
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Selektivni filtri
e Podrudje propustanja filtra ...

« pojas frekvencija u kojem amplitudno frekvencijska
karakteristika ima vrijednost priblizno jednaku 1,

» komponente pobudnog signala ¢ije su frekvencije
unutar tog pojasa pojavljuju na izlazu filtra sa
priblizno istom amplitudom kao i na ulazu.

e Podrudje guSenja filtra ...

« pojas frekvencija u kojem je amplitudno
frekvencijska karakteristika priblizno jednaka nuli,
« frekvencijske komponente ulaznog signala koje se

nalaze unutar tog pojasa nisu propustene na izlaz.
30

Selektivni filtri

e Amplitudno frekvencijska karakteristika [H(GQ)| je
funkcija bez diskontinuiteta, pa je prijelaz izmedu
podrucja propustanja i podrucja gusenja kontinuiran.

e Prijelazno podrudje filtra ...

« podrugje frekvencija na prijelazu izmedu podrucja
propustanja i podrucja gusenja.
e Obzirom na polozaj svakog od spomenutih podruéja
na frekvencijskoj osi, mogucée je razlikovati 4 osnovna
tipa selektivnih filtara.

Nisko propusni (NP) filtar

e podrucje propustanjaza 0 <Q <Q,,
e podrucje guSenja za Q, <Q < oo,
o vrijedi: Q, <Q,.

IHGQ) |

Visoko propusni (VP) filtar

e podrucje propustanja za €2, <Q < oo,
e podrucje gusenjaza 0 <Q <Q,,
o vrijedi: Q, <Q,.

IHGQ) |

Pojasno propusni (PP) filtar

e podrucje propustanja za £, <Q <Q;,
e podrucja guSenjaza0 <Q <Q; i Q, <Q <oo,
e vrijedi: Q; <Q,<Q;<Q,.

IHGQ) |

Pojasna brana (PB)

e podrucje propustanjaza 0 <Q <Q, 1 Q, <Q <eo,
e podrucja guSenja za Q, <Q <Q,,
o vrijedi: Q; <Q,<Q;<Q,.

IHGQ) |

Filtarski korektori

e Za razlikun od selektivnih filtara, nemaju jasno
definirana podru¢ja propustanja odnosno podrudja
gusenja.

e Sluze za korekciju frekvencijske karakteristike nekog
drugog sustava.

e Obzirom na ¢injenicu dali korigiraju amplitudno/frek.
ili fazno/frek. karakteristiku sustava dijele se na:

« amplitudne korektore i
« fazne korektore




Fazni korektori

o Najcesce se koriste svepropusni filtri,
« amplitudno/frek. karakteristika im je ravna u
cijelom frekvencijskom podrucju,
« sve su frekvencijske komponente signala prenesene
bez priguSenja, ali su fazno pomaknute prema
definiranim filtarskim specifikacijama.

|HGQ) |
1

Literatura

e Prof. dr. sc. Neven Mijat, Zavodska skripta: Elektricki
filtri, FER, ZESOI 1994.

Postupci aproksimacije

prijenosnih funkcija
elektrickih filtara

Digitalna obradba signala

Sadrzaj

e Projektiranje analognih filtera

¢ Butterwothova aproksimacija

e Chebyshevljeva aproksimacija (Tip I)
e Chebyshevljeva aproksimacija (Tip II)
o Elipticka ili Cauerova aproksimacija

Postupci aproksimacije prijenosnih
funkcija elektrickih filtara

1. Projektiranje analognih filtera
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Projektiranje analognih filtera

e Projektiranje analognog filtra krece od definicije
zahtjeva koji taj filter mora zadovoljiti:

« granice u podrucju propustanja,
« granice u podrucju gusenja.
e Problem aproksimacije svodi se na nalazenje frekv.
karakteristike koja zadovoljava trazeni zahtjev.
e Takav sustav mora biti :
« ostvarljiv
« §to nizeg reda
« stabilan

Projektiranje analognih filtera

e Primjer specifikacije amplitudne karakteristike pojasno
propusnog filtra

o (Q) [dB]

Q Q Q, Q, Q

Projektiranje analognih filtera

e Kod vecine postupaka aproksimacije polazi se od
idealne karakteristike nisko-propusnog (NP) filtra.

e Frekvencijskim transformacijama ta se nisko propusna
karakteristika transformira u bilo koju Zeljenu
karakteristiku:

« visoko propusnu (VP),
« pojasno propusnu (PP),
« pojasnu branu (PB).

e Frekvencijska os prototip NP filtra je normirana na
grani¢nu frekvenciju, Q =1.
44

Prototip NP analogni filter

o Amplitudna karakteristika idealnog normiranog NP
filtra dana je izrazom:

mio)- |

H(GQ)

Podrugje propustanja

1 za |Q|<1
0 za [Q]>1

1 Podrucje gusenja

45




Amplitudno frekvencijska karakteristika

e Za filter zadan prijenosnom funkcijom H(s)
H(jQ)| = VRe[H(J)]" + Im[H(Q)]’

odnosno ...
H(jQ)|=VH(Q) H(-jQ)

o U postupku aproksimacije
karakteristicnu funkciju

pogodno je koristiti

1

JI+KGQ)

H(jQ)|=

Karakteristicna funkcija K(s)

K(s) ... racionalana funkcija kompleksne varijable s

| K(j€Q) | priblizno jednak 0 u podrucju propustanja

$to veci u podrucju gusenja

Krajnji cilj je nalazenje prijenosne funkcije filtra

P(s) Polinomi kompl
H(s) = olinomi kompl.
© Q(s) > varijable s

Ostvarljivost H(s)
Stabilnost H(s)

47

Postupci aproksimacije prijenosnih
funkcija elektrickih filtara

2. Butterworthova aproksimacija

48

Butterworthova aproksimacija

o Karakteristi¢na funkcija je zadana kao:

‘KN(jQ)‘z =C2Q N~ N ... stupanj
prijenosne funkcije

e ... slijedi amplitudno/frekv. karakteristika filtra :
1

Hy(jQ) = ———
)= g
o Uz grani¢nu frekvenciju Q. definiranu kao :
. 1 > N
)= = o
1

‘HN(jQ)‘:W

Butterworthova aproksimacija

o Butterworth filter N=1 do N=6, Q =1

H(Q) o ~=

-10 N

-20

BN

-30

-40

-50

-60

Butterworthova aproksimacija

e Podrucje propustanja N=1 do N=6, Q =1

HGR)| o —
[dB] 05 -

. \ v

1; \\\ N=1
QY

Svojstva Butterworthove aproksimacija

e Neovisno o redu filtra N vrijedi:
Q=0.... [H (jo)| =1
Q=Qc.. H(jQ)|=1/2
Q =co..... [H(jo)|=0
o Amplitudno/frekv. karakteristika filtra je monotono
padajuéa porastom frekvencije Q od 0 prema eo.

e Prvih 2N-1 derivacija kvadrata amplitudno/frekv.
karakteristike u tocki =0 su jednake 0 za N-ti red.

o Takva karakteristika se naziva maksimalno glatkom.

e U podru¢ju gusenja amplitudno/frekv. karakteristika u
logaritamskom mjerilu pada linearno (20N dB po dek.)2

Prijenosna funkcija Butterworthovog filtra

e Na osnovu kvadrata amplitudno frekvencijske
karakteristike treba odrediti H(s) filtra :

H(Q) = ﬁ= H(jQ) H(- jQ)
1+{Q—Cj

e Supstitucijom Q=s/j slijedi:
1 1
H(s)-H(-s)= 5 NN 2N
(-2 e
Q . k=1
e Korjeni nazivnika dobivaju se rjeSavanjem:
(_ l)N s2N -_Q 2N

c

Polozaj polova Butterworthovog filtra

e Polovi funkcije H (s) -H (-s) u s ravnini ... jednoliko
rasporedeni po kruznici polumjera €

« Polovi u lijevoj 21N
poluravnini - *x s-ravnina
pripadaju / >
prijenosnoj / Q
funkciji filtra @ e
H(s) ™\

X
F-%7




Prijenosna funkcija Butterworthovog filtra

e Uparivanjem konjugirano kompleksnih parova polova
dobiva se prijenosna funkcija opceg oblika :
N/2
1

Ho[]
H(s) = k:lsz+(QOk/qk)s+Q0k2
(s) = (N-1)/2
H, 1

2 2
S=Snan2 ket S+ (Qok /a4y )8+ Qo

... N paran

e Za normirani filter Q=1 vrijedi Q=1 za svakik, a

q, = 1 _{ 1,...,N /2 za N paran
kKT 7T -1 \° - _

ZSin(zk ln) I,...,(N—-1)/2 za N nep.
2N

... N nep.

Prijenosna funkcija Butterworthovog filtra

e Primjer za N=51Q.=1:
PolRe Pollm  qy
-1 0 -- s+1

-0.80902 +0.58779 0.61803 s™+1.61803s+1
-0.30902 +0.95106 1.61803 s+0.61803s+1

Faktori nazivn.

Postupci aproksimacije prijenosnih
funkcija elektrickih filtara

3. Chebyshevljeva aproksimacija (Tip I)
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Chebyshevljeva aproksimacija

o Karakteristi¢na funkcija zadana je kao:
Ky (GQF = 2T 2 (Q)

... gdje je T\(€2) polinom Chebysheva N-tog stupnja u
varijabli € definiran kao :
Ty (Q) =cos(N®D)
cos(®)=Q
e Kod Butterworthove aproksimacije nule
karakteristi¢ne funkcije | K(jQ) | su sve u Q=0.
e Boljim rasporedom nula kod funkcije T*(Q2) postize
se poklapanje s idealnom karakteristikom u vise to¢aka
u podrucju propustanja. 58

Chebyshevijevi polinomi

o Izraz za T (Q2) moguce je pisati i kao:
Ty (Q) = cos(N -arccos(Q))

e Navedeni izraz vrijedi za -1<Q<1 dok se za | Q | >1
moraju koristiti hiperbolne funkcije :
_ [cos(N -arccos(Q)) za [Q|<1
T () = { ch(N -Arcch(Q)) za [Q>1
e Za Chebyshevljeve polinome vrijedi slijedeca
rekurzivna formula :

Ty (Q) =2QTy_(Q)-Ty_»(Q)

Chebyshevljevi polinomi

o Koristenjem rekurzivne formule i poznavanjem prva
dva polinoma T(€) i T,(£2) lako se nalaze preostali:

To(Q) =1
T,(Q)=Q
T,(Q)=2Q% -1

T,(Q) =4Q° - 3Q
T,(Q)=8Q*-8Q2 +1
T4(Q)=16Q° -20Q° +5Q

60

Chebyshevljevi polinomi

e Polinomi Chebysheva Ty(£2) za N=1 do N=5

Ty (@) 3
25

2 /

15

"0 02 04 06 08 1 12 @ o

Chebyshevljevi polinomi

o Kvadrat polinoma, T\?(Q) za N=1 do N=5
T XQ) 25

2 |

1.5

t a2t 5. i 3 1 4

LK

0 02 04 06 038 1 Q 62

Svojstva Chebyshevijevih polinoma

o [T l<12za-120<1,

o T () — cokada Q — oo,

o T\ () — o kada Q — —cozaparni N,

o T\ (L) - —eo kada Q — —co za neparni N,

o T\ () je parna funkcija od Q za parni N , odnosno
neparna za neparni N ,

e uintervalu -1<Q<1 polinom Ty(£2) ima jednaku
valovitost s ekstremima jednakim +1 odnosno -1.
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Filter sa Chebyshevljevom aproksimacijom

o Amplitudno frekvencijska karakteristika normiranog
filtra s Chebyshevljevom aproksimacijom dana je
izrazom : (0| 1

N e (@)

* Konstanta € odreduje iznos valovitosti R, u podru¢ju

propustanja filtra:

_ 2
R, =10log(l+¢?), [dB]

odnosno

»

e = NVN10 " -1

Chebyshev tip I aproksimacija

e N=1 do N=4, Q =1, valovitost u pod. prop. R,=1dB
H(Q) o

8] N

=1
\\

-20

-30

-40 /

-50

-60
0 05 1 15 2 25 3 Q o

Chebyshev tip I aproksimacija

e Podrugje propustanja N=1 do N=4, Q =1, R =1dB
H(Q) o

[dB]_Q2 m\
AN

z
I
5

><

TN =
TIX N R

Svojstva Chebyshevljeve aproksimacija

e Svojstva filtra sa Chebyshevljevom aproksimacijom:

1 N neparan
Q=0.... HGOI=¢__1L paran
1+¢?
. 1
Q=1.. [H(j|= 2
+¢€

o Amplitudno/frekv. karakteristika filtra je monotono
padajuca porastom frekvencije Q od 1 prema o,
1 1
€Ty (Q) g2V 1@V’

H . (jQ)] = za Q >> 1

Polozaj polova Chebyshevljevog filtra

e Polovi funkcije H (s) -H(-s) u s ravnini
e ... nalaze se na elipsi

1 1 | Ie
a =ch|l —Arcsh| — VL

N € . 1X %

1 1 /
b = sh| —Arcsh{ —

N €

e Polovi u lijevoj

. . _1 1 S
poluravnini
pripadaju N=4
prijenosnoj funkciji €=0.509

filtra H(s).
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Prijenosna funkcija Chebyshevljevog filtra

e Parametri polova €, i q, dobivaju se uparivanjem
konjugirano kompleksnih parova kao:

Qg = \/shz(¢)+ cosz(%n)
cosz(%n)
sh”(9)

Qe =7 1 ~ —
25in(2k_1n) (_[LN/2  zaN paran
2N 1L.(N-1)/2 zaN nep.
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e gdje je ¢ dan izrazom:
o= 1—Arcsh(l) = 1—ln(lJr 1+ Lz
N € N € € 69

Prijenosna funkcija Chebyshevijevog filtra
e Primjer za N=4 i Q =1, R =1dB (¢=0.509):
Pol Re Pol Im qx Q o Faktori nazivnika

-0.33687 +0.40733 0.78455 0.52858 s’+0.673745+0.27940
-0.13954 +0.98338 3.55904 0.99323 s°+0.27907s+0.98651
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Chebyshev tip I aproksimacija

e N=4, Q =1, valovitost u pod. prop. Rp=1dB, 2dBi3dB
HGQ)
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Postupci aproksimacije prijenosnih
funkcija elektrickih filtara

4. Chebyshevljeva aproksimacija (Tip I1I)




Chebyshev tip 1l aproksimacija

e N=I do N=4, Q =1, valovitost u pod. gus. R =40dB
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Postupci aproksimacije prijenosnih
funkcija elektrickih filtara

5. Elipticka (Cauer) aproksimacija

74

Elipticka (Cauer) aproksimacija

« N=4,6i8, Q=1, R=1dB,R=40dB
HGQ) o
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Elipticka (Cauer) aproksimacija

e N=4,618,Q=1, Rp=1dB, R=40dB, podr. propustanja
HGQ) o
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