Metoda jednakog impulsnog
odziva

Digitalna Obradba Signala
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Metoda jednakog impul snog
odziva

& metoda projektiranja lIR filtra transformacijom
prijenosne funkcije prototipnog analognog filtra.

+ osnovnaideja naéi IR prijenosnu funkciju ¢iji je
impulsni odziv jednak jednoliko otipkanom impulsnom
odzivu prototipnog analognog filtra.

Metoda jednakog impul snog
odziva
Nekaje H,(s) prijenosnafunkcija kauzalnog i

stabilnog analognog filtra. Njegov impulsni odziv je
dan inverznom L aplace-ovom transformacijom

ha()=Z{Hy(s)}

Impulsni odziv digitalnog filtra je jednoliko otipkana
verzijaimpulsnog odziva analognog filtra, tj.

glnl=h,(nT)

Metoda jednakog impulsnog
odziva

postupak uzimanja uzorakaili otipkavanja kontinuiranog
signala moZemo matematic¢ki modelirati kao pridruzivanje
funkciji hy(t) nizaimpulsa, ¢iji intenzitet je proporcionalan
trenutnim vrijednostima kontinuiranog signala

has(t)= Sr{ha(1)}

odnosno

h(®)=h® 5t-nT)= ¥ h(nT)st-nT)

N=—oco N=—co

Metoda jednakog impulsnog
odziva

Periodi¢an niz 8; nastao ponavljanjem delta funkcije svakih
T, kao svaka periodi¢na funkcija se dade predstaviti
Fourierovim redom, gdje su Fourierovi koeficijenti dani s:
17 e
c == j st)eFdt =
T -T/2

sijedic 5,()= Y c.@* == Z e/

k=—co k_—oo

paje  h(t)= ha(t)—ze’”“ Zha(t)e‘

27rkt
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Metoda jednakog impulsnog

odziva
Laplaceova transformacija signlah,(t) danajes:

" (S>=°°Ihas<t>eﬁdt=°]ha<t>[ Ze’z”k‘j et =

K=—c0
zamjenom redodli Jeda sumacijei integracije dobivamo:

Hu(9) = Z [h @™

k—fm —oo

konatno Ha(s ] 2%

Haoo(8) =2 ZH(S )

k_—oc
6

Metoda jednakog impulsnog
odziva

Laplaceovu transformaciju signla h(t) mozemo izraziti
i ovako:

H.(s) = D].has(t)e‘“dt =°]( 3 h(nT)(t- nT)je‘S‘dt

—oo \ N=—00

zamjenom redoslijeda sumacije i integracije dobivamo:

H,.(s) = Z h,(nT) j S(t—nT)e“dt = 2 h,(nT)e="

N=—c0 N=—oco
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Metoda jednakog impulsnog

odziva
dlijed
H..(s) = Z ha(nT)( STJ => g[njz"=
N=—oo oln] z N=—oo
konagno

ZH (S J2/zk

k—_oc

Metoda jednakog impulsnog
odziva

Tadavrijedi

1
s=—Inz
T

G(z) =z{g[n]}:z{ha(nT)}=%-ki Ha(s— j Z%k)

Frekvencijsku karakteristiku dobijemo
uvrstavanjem z=ei?

G(e”)= = k;H (]——j?)




Metoda jednakog impul snog
odziva

Pogledajmo transformaciju z = e koja
preslikava s ravninu u z ravninu.

Za s= oyt vrijedi  z=r-e” ="' .
odnosno |z|=r =e™

iz ovoga dlijedi
imaginarna os u sravnini (c,=0) — jedini¢nakruznicau zravnini ( |zj= 1)
lijeva s poluravnina (c,<0) — unutradnjost jedini¢ne kruznice u
zravnini ( zI= 1)
desna s poluravnina (,>0) — izvan jedini¢ne kruZniceu z
ravnini ( |z= 1) 10

Metoda jednakog impulsnog
odziva

zaklju¢ak: transformacijom

7= eST

polovi stabilnog analognog filtra se preslikavaju
U unutrasnjost jedini¢ne kruznice u z ravnini

1

Metoda jednakog impulsnog
odziva

transformacijaz = e preslikavasvetotkeu s
ravnini dane s

: . 2nk
SZGO+jQO+j?

u jednu to¢ku u z ravnini

7= ool . gitT

Metoda jednakog impul snog
odziva

dakle, horizontalni odsiecak —z/T<Q<z/T
u sravnini se predlikavau cijelu z ravninu
Im(2)

7%

jQ

/T

)\
7777777 \\\IlY

—n/T

Re(2)
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Metoda jednakog impulsnog
odziva
isto tako horizontalni odgecak —37/T<Q<-7/T
u sravnini se presiikavau cijelu zravninu
svaki horizontalni odsje¢ak (2k—-1)7z/T <Q<(2k+)7z/T
u sravnini sepresikavau cijelu zravninu

jQ Im(2)

/T

Metoda jednakog impulsnog
odziva

dakle, transformacija

ST

je visestruko preslikavanje iz sravnine u cijelu
Zravninu

Utjecaj preslikavanja s=(1/T)inz na
frekvencijsku karakteristiku
1 O 2n|)
Jo) _ | - =
ole)=1 Th 19415
Frekvencijska karakteristika digitalnog filtra je suma posmaknutih
kopija frekvencijske karakteristike analognog filtra.
Ako je frekvencijska karakteristika analognog filtra frekvencijski
ograni¢ena, tj. ako je
. n
H,(jQ)=0 za \Q\Z?

tada vrijedi
de)=2H(12) = loi<n

i nemaaliasinga.
Ako gornji uvjet nijeispunjen, doci ¢e do preklapanja spektara,
odnosno aliasinga. 16

17

Metoda jednakog impulsnog
odziva
+ Ne postoji anaogni filtar ¢ijaje prijenosna
karakteristika frekvencijski ograni¢ena.
& U praksi, akoje |H,(£2)|<0,01H,,, za Q=r/T,
gdieje H,,=max(|H,(£J)|) uintervalu
0<Q<n/T, moZe se smatrati da je prijenosna
karakteristika “dovoljno” ograni¢ena.




Metoda jednakog impulsnog

odziva

o Metoda jednakog impulsnog odziva nije pogodna za
projektiranje filtra ako prototipni analogni filtar nema
frekvencijski ograni¢enu prijenosnu karakteristiku, kao
&o jenpr. slu¢g s visokopropusnim analognim filtrom.

& Ako Zelimo projektirati digitalni filtar ¢ijafrekvencijska
karakteristika odgovara frekvencijskoj karakteristici
analognog filtrado frekvencije Q=n/T, potrebno je
odabrati tzv. “guard filter” Hy(s) takav da je produkt

Projektiranje digitalnog filtra
metodom jednakog impulsnog

odziva
Ako je prijenosna funkcija prototipnog anal ognog filtra racionalna
funkcija
Ha< = @
A9
H_(s) se moze napisati u obliku sume parcijanih razlomaka
N
v K
H,(9)= ; sts

Impulsni odziv filtra se dobije inverznom Laplace-ovom

Projektiranje ...

Impulsni odziv digitalnog filtra dobijemo otipkavanjem impul snog
odziva analognog filtrasvakih T:

g(n) = ZN: Kesm = ZN: K, (esT)"

z transformacijaimpulsnog odziva je
K.z

a(2)==(a(m)= 3| S (e |2 -3 K2

n=0[ i=1 i=

Ha(S)H(s) frekvencijski ogranicen i da vrijedi z
fHa(JQ)Hg(iQ) =[H(iQ] = a<u/T transformecijom y . _ . )
h,(t) = z Ke™ Doplll smo racmnalnu funkciju po z, i to je prijenosna funkcija
Ha(jg)'Hg(jQ)‘:o za Q=n/T 19 = 20 digitalnog filtra 21
Projektiranje ... Projektiranje ... Projektiranie ...

Gornje jednadzbe vrijede ako prijenosna funkcija
analognog filtraima jednostruke polove. U
sucgju dvostrukih polova, tj. ako se pri rastavu
prijenosne funkcije analognog filtra na parcijalne
razlomke pojavi ¢lan oblika K

2

(s+s)

odgovargjuéi ¢lan u prijenosnoj funkciji
digitalnog filtraimaoblik K.-T.es .z

(z—e™7)?

22

U slucgju pola (n+1)-og reda, tj. parcijalnog
razlomka oblika

|<i 1
(s+3)

odgovarajuéi ¢lan prijenosne funkcije digitalnog

filtraje
T (-2)" d"( z j
K- n  d'\z-e¥’

23

Zadlucg) analognog filtra s kompleksnim
parom polova §,, =—BEjA vrijedi:

« ako je analogna prijenosna funkcija

(o= (s+B)°+2>

digitalna prijenosna funkcija dobivena metodom
jednakog impulsnog odziva je

B z-ePT.snAT

727" .cosAT+e " "

G(2)

Projektiranje ...

« ako je analogna prijenosna funkcija
_stB
(s+B)"+12

odgovargju¢a digitalna prijenosnafunkcijaje

H.(9 =

Z2—z-eP.cosAT
T Z2-2.2.€"T . cosAT+& %"

G(2)

25

Primjer - projektiranje

Neka je prijenosna funkcija analognog filtradana s
_ H.(9 = 16-(s+2)
MG 77 (s+3)-( +25+5)

i\

\\ Q
0 2 4 6 8 10
Amplitudno-frekvencijska karakteristika analognog filtra [H,(j€2)| %

Primjer - projektiranje ...

Rastavom na parcijal ne razlomke dobijemo

2 2s+14 2 2s+14

Hy(9=——— =—

(9 s+3 942545 543" (s112+22
H. (9= i+2 s+l +6 2
VT 543 T (s+D%+22 T (412422

Koriste¢i dane formule dobijemo prijenosnu funkciju digitalnog filtra

-2z 2Z+z.€7-(6-Sn2T-2-cos2T)
T z-eT Z-2.z.€".cos2T+e?"

G(2)

27




Primjer - projektiranje ...

Amplitudno-frekvencijske karakteristike digitalnog filtra |G(d)| za
razlicite frekvencije otipkavanja, odnosno razli¢ite T:

Projektiranje - sazetak

Svojstva filtra projektiranog
metodom jednakog impul snog
odziva

G(e” G(e” : g . N
et e « Ako je specifikacijafiltra dana u digitalnoj  Broj polovadigitanog filtrajednak je broju polova
| V i\ domeni, specifikacija prototipnog analognog filtra analognog filtra
=01 | | T=03 \ se dobije frekvencijskom transformacijom 2=aw/T. « Digitalni filtar je stabilan ako je prototipni analogni filtar
\ e Projektirati prototipni analogni filtar H.(s) bio stabilan.
- 0 e * rrojextirall profofip g al: « Frekvendijska karakteristika digitalnog filtraje
16| 16| » Rastaviti prijenosnu funkciju analognog filtrana periodizirana frekvencijska karakteristika analognog filtra.
/\\ > par cijalne razlomke. Tako dobivamo koeficijente o Kaskada dva digitalnafiltra projektirana metodom jednakog
=05 06 . Kiis. impulsnog odziva nemaimpulsni odziv jednak impulsnom
~ R R o Izradunati prijenosnu funkciju digitalnog filtra odzivu kaskade dva analogna prototipa. Drugim rijecima,
o o G(2) filtar morabiti projektiran u jednom koraku.
0 T 0 n 28 . 29 30
Primjer 1 Primjer 1 - nastavak Primjer 1 - nastavak

1
Butterworth, niski propust, 3. red  Ha(9 :m

Prijenosna funkcija digitalnog filtra projektiranog metodom jednakog
impulsnog odzivaje

ZaT=n/5=0,628 prijenosna funkcija digitainog filtraje
01271-z*+0,2367-22

G(Z): 1 2 -3
1-1,7833-z"+1,2003- 2 - —0,2846- 7
[HaG)I P(H,(9)) z' {e’T +e". ( m{@ ) + 58 r(@ D}z’z e’ {1—&){@@ +%9{@TH
< b1 2 3 a4 59 a3 3 2/ 493 \2 1G(g®)| O(G(6) i
= 1 (O]
\ 1—2’1-{26”2-[1){%@4-84}2 {e +2.e7. m{ggTﬂ—z*-e’”
\ \
\ \ :
\ T \ S~
N— Q .
%1 2 3 4 5 — 0 B Q -2n
a 2 0 T B
Primjer 2 Primjer 2 - nastavak Primjer 2 - nastavak
Kaskada ova dva digitalnafiltraima prijenosnu funkciju
Sto bi se dogodilo da smo u prethodnom primjeru filtar projektirali kao 12 ’_(«fST]
kaskadu dva digitalna filtra projektirana metodom jednakog impulsnog S 0 n ©
odziva G(2=G(2-G(2 A 73 1 —1G(e)]
1 1 {Ze T2 (IE( j+e’ﬂ+z’2-{e’T +2~e3”2~ms{2Tj:l¥\3-e” \ — |G (€?)
uz prototipne analogne filtre Hal(s)Zgl i Hy(9= Zrorl \\ .
1
G(2= 1_7iel Prijenosna funkcija filtra u prethodnom primjeru bilaje \ — 9(G(E%) I~
.l L21] B e,T+e,T/2[ m{fs ] {Jé D et m{@ J r(fs J 0 o | e
2 «/é w/é 0 - -2n

Gl@="73
1 7 ZeT’Zm{\/g ) e

i {Zem af(ﬁ J+e }z {e +2.¢%2. u{%Tﬂ—z*-e’ﬂ

Amplitudnai fazna karakteristika filtara Gy (2) i G(2) uz T=1
36




Projektiranje
rekurzivnog
digitalnog filtra
bilinearnom
transformacijom

Digitalna obradba signala

37

Sadrzaj

 Bilinearnatransformacija
o Svojstva bilinearne transformacije
o Primjer projektiranja digitalnog IR filtra

38

Bilinearna transformacija

o Transformiravremenski kontinuirani sustav zadan
prijenosnom funkcijom H(s) u vremenski diskretni
sustav, H(2)

o Kako rijesiti problem aliasingakoji postoji kod
transformacije jednakih impulsnih odziva ?

= ... transformacija mora preslikati svaku tockuiz s
ravnine u jedinstvenu tocku u z-ravnini i obratno

¢ Bilinearnom transformacijom se cijelajQ osu
s-ravnini (-o< <Q< +e<) prevodi u jedan obilazak
jedini¢ne kruznice u z-ravnini (- << )

39

Bilinearna transformacija

e ... definirana algebarskom trasformacijom izmedu
varijabli si z 2[1_Z_lj
S== -1
1+z

T

o Ako jevremenski kontinuiran sustav zadan
prijenosnom funkcijom H(s), tada se
supstitucijom varijable s sa gore navedenim
izrazom dobiva H(z) vremenski diskretnog

sustava : B 3(1_ z-lj
H(2) = H{T 1+z71t }

Bilinearna transformacija

o |zraz zabilinearnu transformaciju dobiven je iz
trapezne formule za numericku integraciju.

o ... pretpostavimo vrem. kont. sustav prvog reda
H.(9) = b , odnosno  y’(t) +ay(t) = bu(t)
s+a
o kori&tenjem trapeztne formuleintegral y(t)
y() = [y ()de+y(t,)
lU
se moZe u tockamat=nT i t;=(n-1)T aproksimirati sa
T ’ ’
y(nT) = Sy ("D +y'(n-1T)]+ y((n-JT)

(

Bilinearna transformacija

o evaluacijom diferencijalne jednadzbe zat=nT dlijedi:
y’(nT) = -ay(nT) + bu(nT)
o &to uvr&tenjem uizraz zatrapeznu aproksimaciju
integrala daje jednadzbu diferencija:

1+ ﬂj y[n]—[l— ﬂj y[n-1]= b—T(u[n]+ u[n-1])
2 2 2
o z transformacijom gornje jednadzbe dobiva se:

(1+ %jY(z) - (1— %j 7Y (2) = b%(l+ zHU(2)

42

Bilinearna transformacija

o dijedi prijenosnafunkcijavrem. diskr. sustava H(2):

-1
H(z):E(Z): (bT/2)(1+27) }
(2) 1+aT/2-(1-aT/2)z
e ... 0dnosno b
H(z) =

o Usporedbom s pocetnom

= dlijedi : _ 2(1_ zflj
1+z71

T

Bilinearna transformacija

o Postupak projektiranja digitalnog filtra H(z):

1. Definiranje zahtjeva nadigitalni filter
(specifikacija)

2. Inverznom bilinearnom transformacijom dobivaju
se zahtjevi na pripadni analogni filter

3. Projektiranje analognog filtra H(s) koji
zadovoljava traZzene specifikacije

4. Bilinearnom transformacijom od H(s) dobiva se
trazeni H(z)

Projektiranje rekurzivnog digitalnog
filtra bilinearnom transformacijom

Svojstva bilinearne
transformacije

45




Svojstva bilinearne

Svojstva bilinearne

Svojstva bilinearne

transformacije transformacije transformacije
o nekasu kompleksne varijable si z zadane kao: e promotrimo realni dio varijable s: e sucg zar=1 (z najedini¢noj kruznici) :
z=re, s=0+]jQ 2( r2-1 j 2( sino ) 2. o
- o= =0, Q== =Ztan—
e ... transformacijom _ T\1+ 2r-cosw + r? TU+cosw/ T 2
523(2—1 _2re®-1_ « ... podo je nazivnik uvijek vesi ili jednak od nule, o
T\z+ Tre' +1 predznak od ¢ ovisi iskljucivoorito: T oT
a g( r2-1 L 2rsine j . zar<l.. c<0 sramnmna z-ravnina 2 ® = 2-arctan —-
T\1+2r-coso+r?® "1+ 2r-cose + r? . zar>1..6>0
= dijedi: . zar=1...6=0, SQ X NN 15 -10 -5 /0 /25 10 Qt
2 . \ N -TU
s :E[ri—lzj, _2(_2rsno ) ] _ T e _n
T\1+2r cosw+r T\L+2r-coso+r?) lijevapoluravnina | [jedini¢nakruznica | .
G Q . . - . ..
d g @n® Primjer projektiranja digitalnog
= tan ;
W -2 IR filtra
_ g, Projektiranje rekurzivnog digitalnog . Specifikacijarjiskopropusnog digitalnog filtra
g filtra bilinearnom transformacijom 09<|H(e*) <1, za0<w<0.2n
x| D o1 Primjer projektiranja digitalnog H(e®)<01 , za03n<ws<m
=) S © © o ‘ 0 1 ) ‘
g= ° o ﬂH(ejw%' T o IIRfIItra ‘H(e]m)‘ 1§\\§ 777777777777777777777777777 )
o primjer transformacije: 4, AP N\ —
. ; o, =021
H(Q) = H(e%) 20 06 o, = 031
Q=0 = =0 -30 0.4
QFl = oFn2 40 N 2 AN
Q=< = =T 0% W, O T @9 50 0 @, O T w 51

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

o Inverznom bilinearnom transformacijom specifikacije
digitalnog filtra dobivaju se zahtjevi na pripadni
analogni filter (engl. frequency prewarping)

()
0, =021 = Q, = Ztan 20 - 260
T 2 T
0,=03n = Qs=gtan&=¥
T 2 T

e ... parametar T ¢e se u postupku bilinearne
transformacije funkcije H,(s) u H(z) pokratiti, pagaje
moguce proizvoljno odabrati, npr T=1

Q,-065" o -102"
S S

52

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra
o Specifikacija pripadnog niskopropusnog analognog

filra: g9 <iH, (jo) <1, za0< Q< 065

H(jQ) <01 ,7zal02<Q <o
CRUY I\ )

0.8 \Q’” 7777777777777777777777777
N Q, =065
o4 Q. =102
0.2 N\
0,0 Qrads?) o

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

o Odaberemo npr. Butterworthovu aproksimaciju kod
projektiranja analognog NP filtra

o Kvadrat amplitudno-frekvencijske karakteristike
takvog filtradan jeizrazom :

. 1
‘Hc(JQ)‘Z = 2N
1+ [gJ
QC

o | H(j€) |2 je monotono padajucafunkcija od Q tako
da se na osnovu specifikacije na H(j€2) dobivaju dvije
nejednadzbe:  |H (0.65j)f > 081

H.(102j)? < 001 o




Primjer projektiranja digitalnog

[IRfiltra
e ...Nadimo Q. i N zasucgj jednakosti :
[O.GS]ZN 1 (102]2'“ 1
1+ —— =—, 1+ =—
081 Q 001

c

o Eliminacijom Q. dobivamo izraz zaN :

Iog(i—l) - Iog(i— )
N=_ 081 001 7 _ 607138
2(log 0.65-10g1.02)
o N jered filtrai morabiti cijeli broj paodabiremo prvi

vedi cijeli broj .. (N=7)

1

Q.= o.ss(i— j 2N~ 0721
081

55

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra
o Naosnovu kvadrata amplitudno-frekvencijske
karakteristike %\dftreba odrediti H(s) filtra
H(Q) = — "z = He(iQ) - He(- Q)
1+ (gj
QC
o Supstitucijom Q=g/] dijedi:

1 1
H(s) - He(-5)= S NN~ 2N
1+[—$ 2) (s—s«)

c k=1

o Korijeni nazivnika dobivaju se rjeSavanjem:
(- 1)N 2N = _QCZN
56

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

o Polovi funkcije H,(s) -H.(-S) u Sravnini ... jednoliko
rasporedeni po kruznici polumjera Q.

Q

o Polovi u lijevoj pond I

poluravnini " sravnina
pripadeu /-
prijenosnoj / Q=0,721
funkciji filtra 1. 7

Ho(9). ———— 1\ } P

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

o Uparivanjem konjugirano-kompleksnih parova dobiva
se H(s) oblika:

H.(s) = (0.721) : 1 :
s+0.721 s® + 0.3209s+ 05198
1 1

's?+0.8991s+ 05198 s? +1.2992s + 05198
« Provjerazarubove prijelaznog podru¢jas=jQ, i s=j€Q

IH(0.65)) = 0.9
IH,(102)|= 0.0878 < 01

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

o Ampl.-frekv. karakteristika projektiranog vremenski
kontinuiranog Butterworthovog filtra H.(s)

He(iQ)

0.8
0.6

0.4

0.2

QWA

0 Qp 1‘\Q 2 3 0 [rad s1] 5

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

¢ Bilinearnatransformacijafunkcije H,(s) u H(z)
zamjenom s sa 2(1-z'1)/(1+z1)

,03675(1+27)  01937(1+z°)
H(z) = (0.721) vy i, —
1-047z' 1-1348571+ 075137
01583(1+ 2 %)’ 01405(1+ z°)*

'1-11017z*+0.43082°2 1- 097782 ' + 0.26992 2

« Provjerazarubove prijelaz. podrugjaz=el®r i z=ei®s

H(e*™)|= 09
H(e®¥)|=0.0884 < 01
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Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

o Ampl.-frekv. karakteristika vremenski diskretnog
Butterworthovog filtra H(z)

R COIN —
0.8
0.6
0.4
0.2 ‘
I:)0 0.2n 0.4n 0.6n 0.8n T ®

0)p g 61

Primjer projektiranja digitalnog
IR filtra

o PolozZgj polovai nulavremenski diskretnog
Butterworthovog filtra H(z)
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Primjer projektiranja digitalnog

IR filtra
o Grupno vrijeme kaSnjenjafiltraH(s) i H(2)
v = - (arg(H.(j2)) v = - S (arg(H(e))
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