_,Visetaktna digitalna obradba
b signala
Multirate Digital Sgnal
Processing

ViSetaktna digitalna obradba
signala

¢ Temeljne operacije za promjenu frekvencije
otipkavanja

= pretikpkavanje - koristi se za povetanje
frekvencije otipkavanja za cjel obrojni
faktor

= podotipkavanje —koristi se za smanjenje
frekvencije otipkavanja za cjelobrojni
faktor

Pretipkavanje — up-sampling

 0pis u vremenskoj domeni
+ pretipkavanje, oznateno s cjelobrojnim
faktorom L, generiraizlazni niz ¢ijaje
frekvencija otipkavanja L putavisaod
frekvencije otipkavanja ulaznog signala x[n]

& blok dijagram je

Irl X1

Pretipkavanje

= operacija pretipkavanja realizira se
umetanjem L-1 jednoliko razmaknutih
uzoraka vrijednosti nula izmedu dva susjedna
uzorka x[n]

= ulazno izlazna relacija

xnlL], n=0, +L, £2L, --
prr[n]= 0 .
, inase

Pretipkavanje

= primjer pretipkavanje sinusnog niza
frekvencije 0.12 Hz za faktor 3
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Pretipkavanje

= U praksi se, u postupku pretipkavanija,
uzorci vrijednosti nula zamjenjuju s
odgovaraju¢im uzorcima razli¢itim od
nule - interpolacija - a Sto se postize
postupkom filtriranja

Podotipkavanje (Down-Sampling)

# 0pis u vremenskoj domeni
+ podotipkavanjem, oznagenim s cjelobrojnim
faktorom M, generiraseizlazni niz ¢ijaje
frekvencija otipkavanja M puta niZa od
frekvencije otipkavanja ulaznog signala x[n]

« blok dijagram je

x{n] Xoatl ]

Podotipkavanje

= operacija podotipkavanja realizira se
zadrZavanjem svakog M-tog uzorka x[n]
te uklanjanjem preostalih M-1 uzoraka
izmedu njih

= ulazno izlazna relacija

Xl Nl =X{NM]

Podotipkavanje

= primjer podotipkavanja sinusnog niza
frekvencije 0.12 Hz za faktor 3

ok n
Izlazni niz - pod\{pRavAniem za fakto

i b g .
EARSY! T

KKKKK

&




Podotipkavanje

= period otipkavanja nije posebno
naznacavan u blok dijagramima za
operacije podotipkavanja i pretipkavanja

= to je uobi¢ajeni nadin prikaza viSetaktnih
sustava no pri tome se mora voditi racuna o
frekvenciji otipkavanja svakog od
podsustava

= eksplicitno se frekvencija otipkavanja
naznacuje na slijedeci nacin: 10

Podoti pkavanje (Down-Sampling)

X[n]=X,4(nT) XM= Xo(NMT)

frekvencija otipkavanja frekvencija otipkavanja
ulaznog niza izlaznog niza
1 , F 1
FT = FT =T-= =
T M T

Pretipkavanje (Up-Sampling)

X{n]=X4(NT) yinl

frekvencija otipkavanja frekvencija otipkavanja
ulaznog niza izlaznog niza
1 , 1
F == F =LF ==
T T T T T

12

Znacajke blokova za promjenu
frekvencije otipkavanja

= blokovi za podotipkavanje odnosno
pretipkavanje su linearni ali vremenski
promijenljivi vremenski diskretni sustavi

= ovdje ¢emo pokazati vremensku
varijantnost bloka za podotipkavanje

Znacajke blokova za promjenu
frekvencije otipkavanja

= neka je M faktor podotipkavanja bloka za
podotipkavanje opisanog s y[n]=x[nM]
= njegov izlaz y,[n] na pobudu x,[n]= x[n-n,]

1 winl=x[Mn]=x[Mn-n,]

® iz ulazno izlazne relacije bloka za
podotipkavanje

y[n—n,]=x[M (n=ny) |= X[Mn—Mn,] = y, [ n]
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Pretipkavanje

= opis u frekvencijskoj domeni
» razmotrimo pretipkavanje za faktor 2

xn/2, n=0, 2, +4, -
Xprt[n]:{ 0 A
, inase
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Pretipkavanje

= primjenom z - transformacije

X, (D=3 xnlz"= S {n/2z" =

N=—co N=—oco

n paran

= i mz*" =X (Z)

Pretipkavanje
= na sli¢an nacin moZe se pokazati da vrijedi
Xy (2)=X(2")

= isto tako na jedini¢noj kruznici, za z=ev,
vrijedi

X(e) = X ()

Pretipkavanje

= za L=2 slijedi

-7 o 2m 3m w
t X (€)= X(e°)  slika
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Pretipkavanje

= kako je pokazano pretipkavanje
(povecanje frekvencije otipkavanja) za
faktor L=2 rezultira u kompresiji X(el?) za
faktor 2 te njegovom dvostrukom
ponavljanju u osnovnom intervalu [0, 21T]

= 0vaj proces naziva se zrcaljenje buducéi da
dobivamo dodatnu sliku (odraz) ulaznog

spektra
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Pretipkavanje

= slicno i u slu€aju pretipkavanja za faktor L
postoji L-1 dodatnih slika ulaznog signala u
osnovnom intervalu

= filtriranjem X,,[n] s niskopropusnim filtrom
uklanja se L-1 slika Sto kao efekt ima
“upotpunjavanje” uzoraka vrijednosti nula u
XorlN] s interpoliranim vrijednostima uzoraka
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Spektar ulaznog signala

[

Pretipkavanje

Spektar izlaznog signala za L=2
1
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Pretipkavanje _ _
. Spektar ul\aznog signala 1Spe;ta\r izlaznog signala[za\L:Z Podoti pkavanj e P0d0t| pkava.nJ e
E ZZ \\ g ZZ / \\ rf \\ = opis u frekvencijskoj domeni " Xpom[N] S€ definira kao
E‘Zi EZZ/ | Y = razmotrimo podotipkavanje za faktor M {nl, n=0, =M, +2M,
% 05 10/ % \ 05 } 1 o y[n] = X[Mn] Xpom[n] - 0, inace
Sp/ek\lariz\aznog s\\gnal7z}a L=3 1S;}e\kmrwzlaz];og s/l\gnala za L\:A n pl’lm]enom Z- tranSfOfmaClje . tada Je
e B Y@= 2 qMnjz” Y(2)= 2 AMNZ" = 3 XM}
S0 Y A A AN
% | 05 ! 1or % . o5 L 1 o = uvodi se pomocni NIz X,,[N] } = Xl KIZHM = X (Z™) .
k=—co
Podotipkavanje Podotipkavanje Podotipkavanje
* veza Xp,m[n] s x[n] se moZze definirati i kao = ¢[n] je pogodno prikazati kao = slijedi

Xoom[ N = [N] - X[N]
= gdje je

1, n=0, M, £2M,
n= { inace
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1M-1fﬂ 1MZ-1kn
dn] = M=) W
M&" M&

" paje

1
Kanl) = X[ ] = x-S W

Xom(2)= i dnixnjz* :ﬁ i (Z kan[n]z‘n

.t

[n_wx[n]wkn —nj VZ )

k=0
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Podotipkavanje

= razmotrimo podotipkavanje za faktor M=2
ulaznog signala x[n] Cije je spektar prikazan

slikom X (€)

-é'lT —1"r | Tr 2m 3ﬁ
le M )

M-1
Xmm(2)=$zx(zwh;k) -
k=0

= zaM=2 iz Y(2) = X

pom (

Podotipkavanje

X2 = (X (2)+ X (M)} =2 (2)+ X (-2
iz Y(2)= X (2?)
slijedi Y(z):%{x(zvz)+x(_zyz)}

paje  Y(e)=S{X(e7)+ X (~e?)}

Podotipkavanje

Y@ =X (27)+x(-27))

paje Y(e”) :%{x (eiw/2)+ X (_ejw/z)}

: : Podotipkavanje Podotipkavanje
Podotipkavanje P 1J N P o J T
@ Y(e'm) :7{)( (ejw/2)+ X (ej(m—zn)/z )} s pektar ulaznog signala A pektar izlaznog signala za M=;
_ _ X(E) 2 IR
mjz X (_ejw/Z) =X (e](w—Zﬂ)/2) R p Z‘Z / H H \ p 0:5
lied ; ‘ ‘ ; ‘ 204/ ] \ R AlaWEralinl
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Ekvivalencije kaskadnih spojeva

= sloZeni viSetaktni sustavi grade se
spajanjem komponenti za podotipkavanje i
pretipkavanje te komponenti koje
predstavljaju vremenski stalne digitalne filtre

= U mnhogim primjenama koristi se kaskadni

§pz%{mjenom redoslijeda komponenti u
kaskadnom spoju Cesto se dolazi do
numericki efikasnijih realizacija

Ekvivalencije kaskadnih spojeva

= da bi se realizirala necjelobrojna promjena
takta koristi se kaskada blokova za
podotipkavanje i pretipkavanje

= dva su moguca kaskadna spoja

A yirl
x[n] yaInl »




i ;

X[ n] 10 20 0 10 20 30

Pretipkavanje ul. niza za faktor 3 odotipkavanje ul. niza za faktor 2

x[n]

Ekvivalencije kaskadnih spojeva

= redoslijed bloka za podotipkavanje s
faktorom M i bloka za pretipkavanjem s
faktorom L u kaskadnom spoju je slobodan,
dakle, vrijedi y,[n]=y,[n]

onda i samo onda ako M i L nemaju
zajednicki faktor koje je cjelobrojan i vec¢i od
jedan

Filtri u viSetaktnoj obradbi signala

= ako spektar kriticno otipkanog signala
zauzima cijelo Nyquist-ovo podrucje daljnja
redukcija frekvencije otipkavanja nije
moguca zbog pojave aliasinga

= prema tome, frekvencijsko podrucje
kriti€no otipkanog signala mora, prije
podotipkavanja, biti reducirano
niskopropusnim digitalnim filtrom
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Filtri u viSetaktnoj obradbi signala

= isto tako uzorci vrijednosti nula generirani
postupkom pretipkavanja trebaju biti
interpolirani s odgovarajuc¢im vrijednostima
za primijenjeno povecanje frekvencije

Qmﬂﬂ@se da se ova interpolacija
jednostavno postize filtriranjem
niskopropusnim digitalnim filtrom

Zahtjevi na filtar

= postupkom pretipkavanja periodicki se
ponavlja temeljni spektar signala i nezeljene
slike u spektru pretipkanog signala x[n]
trebaju biti uklonjene primjenom
niskopropusnog filtra H(z) — inetrpolacijskog
filtra

rt [n]
x{n] —'|T L }X‘”—' H@) [— yIni

= gornji sustav se naziva interpolator
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Zahtjevi na filtar

= s druge strane, prije postupka
podotipkavanja, ulazni signal treba
frekvencijski primjenom niskopropusnog
digitalnoMiItmbManiéiti na podrucje

» tako primijenjeni niskopropusni filtar se
tada naziva decimacijski filtar

x[n] H y[n]

= gornji sustav se naziva decimator

42

Zahtjevi na interpolacijski filtar

= pretpostavimo da je x[n] rezultat
otipkavanje vremenski kontinuiranog signala
X,(t) s maksimalnom frekvencijom
otipkavanja koja zadovoljava teorem
otiplay30j& (jQ) | X(elw) Fourierove
transformacije gornjih signala i mozemo pisati

X(e]a) Z X [ Jzﬂ'kj

o k=—co To

T, je period otipkavanja

Zahtjevi na interpolacijski filtar
= bududi je signal otipkan frekvencijom
otipkavanja koja zadovoljava teorem
opitpkvanja ne postoji preklapanje izmedu
pomaknutih spektara X(jw/T,)

= ako se signal x,(t) otipka s puno visom
frekvencijom otipkavanja T=T,/L dobivamo
signal y[n] ¢&ija Fourierova transformacija
Y(ew) je vezana s X,(jQ) na slijedec¢i nacin

—j2rk)_L 5y (Je-jork
Y(e*) = ZX( j sza( TIL

T= 0 Ke—eo

|

Zahtjevi na interpolacijski filtar

» s druge strane ako se signal x[n] pretipka
s faktorom L generira se signal X,,,[n] pri
¢emu je odnos njihovih spektara dan s

X e (€)= X (")
= iz toga slijedi kako ce x,4[n] propusten kroz
idealni niskopropusni filtar H(z) s grani¢hom
frekvencijom na 1r/L i pojacanjem L biti
identi¢an y[n] P




Zahtjevi na interpolacijski filtar

= uporabom realnih filtara (tako osiguravamo
ostvarivost i stabilnost), potrebno je uzeti u
obzir prijelazno podrucje filtra

= Zeljeni niskopropusni filtar treba stoga imati
grani¢nu frekvenciju pojasa gusenja w, = /L i
granicnu frekvenciju pojasa propustanja w,
Sto je moguce blizu w, kako bi se reducirala
distorzija spektra x[n]

Zahtjevi na interpolacijski filtar

= ako je w, najvisa frekvencija u x[n] koja
treba biti ouvana tada je

o,=a, /L
= zaklju€no: specifikacije na niskopropusni
interpolacijski filtar su prema tome

o | Lo |0l <, /L
HeE )|_{o, ziL<|o<x
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Zahtjevi na decimacijski filtar

» na sli¢an nacin definiraju se specifikacije
za niskopropusni decimacijski filtar

H (e[ = 1L |e<o /M
| (e )|_ 0, 7/IM<|aj<7z

= niskopropusni decimacijski i interpolacijski
filtri mogu biti IR ili FIR filtri i projektiraju su
uobicajenim postupcima
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Filtri za necjelobrojnu promjenu
takta

= necjelobrojna promjena takta postize se
kaskadnim spojem decimatora za faktor M i
interpolatora za faktor L, pri Cemusu Mi L
cijeli brojevi

= ovakva kaskada ekvivalentna je
decimatoru s decimacijskim faktorom M/L ili
interpolatoru s interpolacijskim faktorom L/M
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Filtri za necjelobrojnu promjenu
takta

= dva su mogucéa kaskadna spoja

— @ —{ M {1 L fref—
i e e e L

» drugi spoj je efikasniji u realizaciji jer je
dovoljan samo jedan od filtara H,(z) ili Hy(2)
koji moze posluziti i kao interpolacijski i
decimacijski filtar

Filtri za necjelobrojnu promjenu
takta

= Zeljena konfiguracija za necjelobrojnu
promjenu takta je prema tome

TL—H@ M

pri éemu je grani¢na frekvencija pojasa
guSenja niskopropusnog filtra H (z) dana s

(7
®,=min| —,—
[L MJ o

Zahtjevi na broj operacija

= ve¢ je kazano decimacijski ili
interpolacijski filtri mogu biti realizirani ili kao
FIRJILER (' tinotaktne obradbe signala IR
filtri su u principu pogodniji od FIR filtara u
pogledu broja potrebnih operacija pa time i
efikasniji u primjeni

= tomu nije tako u slu€aju viSetaktne obrade
signala
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Zahtjevi na broj operacija

= razmotrimo decimator za faktor M

Xn] vin] y[n]

= ako je decimacijski filtar H(z) FIR filtar
duljine N u direktnoj realizaciji tada vrijedi

Virl = 3" Himn-

Zahtjevi na broj operacija

= kako blok za podotipkavanje zadrzava
samo svaki M —ti uzorak dovoljno je u
izracunavanju v[n] izraunavati samo uzorke
od n koji su viSekratnici od M dok se
izraCunavanja za preostale uzorke mogu
jednostavno preskoditi

= ovo vodi za uStedama u izraGunavanju za
faktor M




Zahtjevi na broj operacija

= neka je H(z) IIR filtar reda K s prijenosnom

funkcijom

V@, B

X(2) A(2)

gdje su .
B(2)=) bz"
n=0

K
AZ)=1+> az"
n=1

Zahtjevi na broj operacija

= direktna realizacija ovog filtra opisuje se s
win] =-aw{n-1-auwn-2 -
...... —a Wn-KJ]+xn]
vn] =bwn]+bwn—1+--- +bwn-K]
= kako se v[n] podotipkava s faktorom M
dovoljno je izraCunavati v[n] samo za

vrijednosti n koje su cjelobrojni viSekratnik
od M
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Zahtjevi na broj operacija

= medutim, varijable stanje w[n] moraju biti
izraCunavane za svaki n
= tako, na primjer, u izraunavanju

MUM]=bWM]+bWM -1 +---+b WM K]
joS uvijek je nuzno izracunati svih
K+1vrijednosti w[n]

» sukladno tome uSteda u broju operacija ¢e
svakako biti manja od faktora M
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Zahtjevi na broj operacija

» primjer — kompariramo broj raCunskih
operacija za razli¢ite realizacije decimatora
za faktor M

» neka je frekvencija otipkavanja F;

= usporedujemo broj mnozenja po sekundi,
Ry, za razliGite nacine izvedbe algoritma
decimiranja

Zahtjevi na broj operacija
* FIR H(z) duljine N: Ry, zz=NxF;

* FIR H(z) duljine N u kaskadi s blokom za
podotipkavanjeR,, rr.pec = NXF /M

* IR H(z) reda K: Ry, g = (2K +D)x F;

= [IR H(z) reda K u kaskadi s blokom za
podotipkavanje:

Ry irioee = KXF +(K+DxF /M
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Zahtjevi na broj operacija
» u slu€aju FIR filtara uSteda u broju
mnoZzenja je faktor M

» u slucaju IIR filtara usteda u broju
mnoZenja je za faktor M(2K+1)/[(M+1)K+1]
Sto nije znacajno za velike K

=za M=10 i K=9 usteda je samo za faktor 1,9

= dakako, postoje izvjesni slu€ajevi kada ¢e
se primjena IR filtara pokazati efikasnijorrg0

Zahtjevi na broj operacija

» sliCha argumentacija vrijedi u razmatranju
filtara za interpolaciju

= ako je H(z) FIR interpolacijski filtar tada je
uSteda u broju racunskih operacija za faktor
L ( buduéi je v[n] ima L-1 nula izmedu
uzoraka razli€itih od nula)

= | ovdje se pokazuje da su za IIR filtre
moguce uStede u broju operacije znatno N
manie

Promjena takta koristenjem
MATLAB-a

= funkcija decimate koristi se za redukciju
frekvencije otipkavanja vektora ulaznog signala x
za cjelobrojni faktor M

» primjer programa za decimaciju niza za
faktor M

» primjenjuje se oblik funkcije
y = decimate(x,M,fir")
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Promjena takta koristenjem
MATLAB-a

» ovaj oblik funkcije decimate podrazumijeva
= podotipkavanije za faktor M
» primjenu niskopropusnog FIR filtra
projektiranog uz pomo¢ MATLAB funkcije
FIR1(30,1/M) — 30 uzoraka filtra i
grani¢na frekvencija 1/M koja ako nije
drukcije naznaceno koristi Hamming-ov
otvor
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Promjena takta koristenjem
MATLAB-a

Program Primjer 6
Ilustracija postupka decimacije
1f;
= input ('Faktor decimacije = ');

= 0:99;

= sin(2*pi*0.043*n)+ sin(2*pi*0.031*n);
= decimate(x,M, 'fir');

subplot(2,1,1);

stem(n,x(1:100)) ;

title('Ulazni niz') ;ylabel ('Amplituda’') ;
subplot(2,1,2);

m = 0:(100/M)-1;

stem(m,y(1:100/M)) ;

title('Izlazni niz nastao decimacijom za
faktor M') ;

MK B R Qe oe

Promjena takta koristenjem
MATLAB-a

Ulazni niz

Amplituda

Izlazni niz nastao decimacijom za faktor 3
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Promjena takta koristenjem
MATLAB-a

Ulazni niz
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frekvencije otipkavanja vektora ulaznog signala x G T‘foo . ST PP g 5 of 9 Gl
. .. g £
za cjelobrojni faktor L g, %LMM | < _Dswj WMM w) i
= primjer programa za interpolaciju niza za e e s m = % 5w Ws w0 B % 5 % B B B w0
faktor L ) Izlazni niz nastao interpolacijom za faktor 2 .
1 © 0.5
£ g
-1 -0.5 -
67 '20 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 50 éo 7‘0 E‘O 9‘0 100 68 10 20 30 40 X S‘Ok 60 70 9 100 .
Korak n orak n
. . . e Promjena takta koristenjem
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. ) ) Ulazni niz Elf;%nput('Faktor preti?kavanja = ');
= funkcija resample koristi se za promjenu U: U inpur( axtor podotipkavania = 1)
frekvencije otipkavanja vektora ulaznog signala x 5 @ﬂ’T TTTTW@@ @ﬁ n0iss
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= kao filtar koristi se FIR filtar projektiran ) } Genreriranje incerpolixancs izlazmog niza
ko”étenje flrl S Kalserovlm OtVOrOm R Izlazni niz nastao promjenom takta za faktor /M zuiéi:iz(zt‘?i??g i izlaznog niza
o I | Sman,
§ 0 @TT TTTT?@ 51 I i ylabel(‘Amplicuda'ﬂ
g subplo 1,2);
LY LLé %M [F] e 1,
stem(m,y(1:50*L/M)) ;axis ([0 50*L/M -1 1]);
'10 5 10 15 2‘0 2‘5 30 35 title('Izlazni niz nastao promjenom takta za
70 Korak n 71 faktor L/M'); 72

xlabel ('Korak n'); ylabel('Amplituda');




