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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

e linearna kombinacija sinusoidnih signala generira periodi¢ni
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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

P e na slici je prikazan zbroj sinusoida
o s x1(t) = 0.8 cos(t), xz2(t) = cos(4t + %), i
— s
Presanie x3(t) = 0.7 cos(8t + T),
1.2
Profesor v m
Branko Jeren X(t) = 08 COS(t) + COS(4t —+ g) + 07 COS(St + 5)

e signal x(t) je periodi¢an, i nastao je linearnom
kombinacijom sinusoida Ak cos(Qxt + ©, ), pa moZe biti
Fourierov red karakteriziran frekvencijama, €, amplitudama, Ag, i

Fourierova

transformacija fazama © sinusoidnih komponenti koje ga sacinjavaju
e u konkretnom primjeru periodi€an signal, x(t),
karakteriziran je frekvencijama, Q1 = 1,8, = 4,Q3 =8,
amplitudama, A; = 0.8, Ao =1,A3 = 0.7, i fazama
©1 =0,0, = 3,03 = 7 sinusoidnih komponenti koje ga
sadinjavaju
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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

e signal x(t) mozemo graficki predstaviti prikazom njegove
funkcije u vremenskoj domeni ali i, sukladno kazanom,
prikazom Ay i © u ovisnosti o frekvenciji Q(rad/s)

X(t)=0.8cos(t)+cos(4t+173)+0.7cos(8t+172)
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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

na slici su dani vremenski prikaz x(t), amplitudni spektar,
te fazni spektar

amplitudni spektar prikazuje amplitude (njihove apsolutne
vrijednosti) razli¢itih frekvencijskih komponenti koje &ine
signal

fazni spektar predstavlja prikaz faze ©y, u radijanima, u
ovisnosti o frekvenciji

linearnom kombinacijom kompleksnih signala takoder se
generira periodi¢an signal i dalje razmatramo upravo taj
prikaz



Digitalna
obradba
signala
Skolska godina
2007/2008
Predavanje
1.2.

Profesor
Branko Jeren

Fourierov red

Fourierova
transformacija

Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

e linearna kombinacija harmonijski vezanih, vremenski

kontinuiranih, kompleksnih eksponencijala generira
kontinuirani signal x(t)

x(t)= ) Xt
k=—0oc0

koji je periodi¢an s periodom

2

To= =
0 Q0

pri emu se signal e/t naziva k—tom harmonijskom
komponentom ili k-tim harmonikom signala x(t)

to upucuje kako linearna kombinacija kompleksnih
eksponencijala moZe posluZiti u prikazu realnih i
kompleksnih periodi¢nih kontinuiranih signala
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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

e prikaz periodi¢nog signala x(t) linearnom kombinacijom
harmonijski vezanih kompleksnih eksponencijala

x(t)= ) Xt
k=—o0

naziva se Fourierov red

o Tp= é—’; odreduje osnovnu periodu, a koeficijenti reda
valni oblik signala x(t)



Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

e prikaz periodi¢nih signala trigonometrijskim redom koristio

Digitalna . . .
obradba je Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
signala
Ekolski godina
2007,/2008
Predavanje
1.2.
Profesor e politi¢ki aktivan, dva puta izbjegao
Branko Jeren T . .
giljotinu, blizak Napoleonu, bio
prefect jedne francuske regije sa
sjedistem u Grenobleu i ba% u to
vrijeme razvio ideje o primjeni
Fourierov red trigonometrijskih redova

Fourierova
transformacija

e 21. 12. 1807. prezentirao, u Institut de France, svoj rad o
difuziji topline i pokazao kako red harmonijski vezanih
sinusoida moZe biti koristan u prikazu distribucije
temperature kroz tijela

e tada “hrabro” tvrdi i da “bilo koji”" periodi¢ni signal moZe
biti prikazan s takvim redom
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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

koncept koristenja “trigonometrijskih suma” potjece jo$ od
babilonaca koji su ove ideje koristili u predikciji
astronomskih dogadaja

istom se konceptu, 1748., vraca Euler (1707.-1783.) u
istraZivanju gibanja (titranja) Zice

Lagrange (1736.-1813.) kritizira, 1759., njegov pristup
tvrdedi kako su trigonometrijski redovi ograniene
uporabivosti

Fourier je imao jasnu ideju, iako matematicki ne sasvim
precizno utemeljenu, u kojoj ga je podrZavao Laplace
(1749.-1827.)

Lagrange, inale Fourierov profesor, je zadrZao svoj stav iz
1759. i zestoko je kritizirao Fourierove ideje i prezentaciju
te zaustavio, kao jedan od tri recenzenta, publiciranje
njegova rada (tek je druga verzija rada publicirana 1822,
dakle podosta poslije Lagrangeove smrti)
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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

e strogu matemati¢ku podlogu za konvergenciju dao je tek
njemacki matematicar Dirichlet 1829.

10
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Fourierov red

e da bi neki periodi¢ni vremenski kontinuirani signal prikazali

uz pomo¢ Fourierovog reda potrebno je odrediti
koeficijente reda Xj

e izralunavanje koeficijenata { Xy} zapo&inje mnoZenjem, s

obje strane,

o
x(t) =) Xt
k=—0oc0
s e /™Dt 73 m € Cjelobrojni

e slijedi integriranje s obje strane, preko jednog perioda,
dakle, 0 do Ty, ili opcenitije od ty do ty + Ty

to

0

e desnu stranu transformiramo u

to+To . to+To 0 .
/ x(t)eJQOmtdt:/ e Jmibot Z X e/Sht |
f
k=—00

(1)

11
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e brojnik izraza u pravokutnim zagradama jednak je na obje
granice, pa je za regularni nazivnik (k # m) integral

jednak nuli
Fourterov red e s druge strane, za k = m, integral Int iznosi
transformacija
to+To . to+ To to+To
/ ej(k*m)ﬂotdt — / dt =t =T
to to to

pa se (1) reducira u

to+To .
/ x(t)e Imbtgt = X, Ty =
1

0 12
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Fourierov red

e slijedi izraz za koeficijente Fourierovog reda

1 to+To .
X = / x(t)eIm ot gy
TO to

e bududi je ty proizvoljan, integral moze biti izratunat preko
bilo kojeg intervala duljine Ty pa je kona&no, uz zamjenu
k = m, izraz za izralun koeficijenata Fourierovog reda

1 .
Xie = / x(t)e Kbt gt
To J1,

13
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Konvergencija Fourierovog reda

e postoje dvije klase periodi¢nih signala za koje postoji
konvergentan Fourierov red

@ periodi¢ni signali konaéne energije u jednom periodu
(konatne ukupne srednje snage) za koje vrijedi

/ Ix(t)[dt < oo
To

@ periodi¢ni signali koji zadovoljavaju Dirichletove uvjete

(a) signal x(t) je apsolutno integrabilan u bilo kojem periodu
/ |x(t)|dt < o0
To

(b) signal x(t) ima kona&ni broj maksimuma i minimuma u
bilo kojem periodu

(c) ima kona&ni broj diskontinuiteta u bilo kojem periodu

e svi periodi¢ni signali od prakti¢nog interesa zadovoljavaju
gornje uvjete

14
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x(t)= ) Xt
k=—o00

Fourierov red
Fourierova 1

transformacija X, = — X(t)efjkﬂotdt
To JT1,



Fourierov red — primjer

e odreduju se koeficijenti Fourierovog reda za periodi¢ni

Digitalna . L.
obradba signal dan na slici
signala

Skolska godina

2007/2008

Predavanje X(t)
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Profesor 1 ] ]
Branko Jeren

Fourierov red
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—TO -2 12 T

e signal je periodi¢an s osnovnim periodom Ty

e signal je paran i vrijedi x(t) = x(—t)

e signal moZemo interpretirati kao periodi¢no ponavljanje
pravokutnog impulsa amplitude 1 i Sirine 7
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Fourierov red — primjer

e odreduju se koeficijenti Fourierovog reda
za k =0, Xp inale predstavlja srednju vrijednost
(istosmjernu komponentu) signala x(t)

Xo = 7{0 2 X(t)dt ;0 Zdt _ %
zak#0
1 (7 , .
Xy = To /To x(t) —JjkQot 44 T /g —jkQt 4t
1 ekt 7 | M e
To (—jkQ) . KTy i _
BT kQor
= Toi;oTe 2J_e _ ;OSIZF za k=41,42,...

17
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Linijski spektar

e opcenito, koeficijenti Fourierovog reda poprimaju

kompleksne vrijednosti i skup {X,}[22__ moZe biti
grafi¢ki prikazan odvojenim grafovima njihove amplitude i
faze

o kombinacija oba grafa X; = |X\|e/“** naziva se linijski
spektar signala x(t)
e |Xk| predstavlja amplitudni spektar,

e /X je fazni spektar periodi¢nog signala

18
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Linijski spektar

e za parnu funkciju x(t), koeficijenti Fourierovog reda su
realnit

u tom slu¢aju obi¢no se crta samo jedan graf, { Xy}, s

pozitivnim i negativnim vrijednostima Xj

e izralunati su koeficijenti Fourierovog reda pravokutnog
periodi¢nog signala

% T sin moT
k= 7?

To 20

e za primijetiti je kako je njihova dodirnica oblika®

sin(w)

w

sinc(w) =

koeficijenti su realni i prikazujemo ih jednim grafom

!pokazuje se kasnije
%sinc(0)=1

10
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Parsevalova relacija

e periodi¢ni kontinuirani signal x(t) ima beskona&nu
energiju ali konaénu srednju snagu koja je dana s

1

P=—
T To )y,

x(t)|*dt

o uz |x(t)]? = x(t)x*(t) mozemo pisati

1 > :
Px = x(t X*e*JkQOt dt =
7o J < k_z_:oo p

o
1/ —jkQot 2
= E X = x(t)e ™0t | = E X
= k To I () ‘k‘

k=—00

e ova se jednakost naziva Parsevalova relacija

21
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Parsevalova relacija
e ilustrirajmo fizikalno znadenje Parsevalove relacije

1 [ee]
P, = — x(t)]2dt = X |
T TO!()! Z\k\

k=—o00

e neka se x(t) sastoji samo od jedne kompleksne
eksponencijale

x(t) = X/t

e u tom sludaju svi su koeficijenti Fourierovog reda, osim
Xy, jednaki nuli, i sukladno tomu srednja snaga signala je

1 1
P, = Xy et 2 dt = / Xi[dt = | X, |?
T | | T T0| il Xl
e otigledno je kako |Xk|? predstavlja srednju snagu k—te
harmoni¢ke komponente signala

e ukupna srednja snaga periodi¢nog signala je, prema tome,

suma srednjih snaga svih harmonika

29



Spektar vremenski kontinuiranog periodi¢nog signala
Digitalna
obradba

signala e pokazano je kako je spektar periodi¢nog signala diskretan

Skolska godina

py L sy : e
el e dan je primjer parnog periodi¢nog pravokutnog signala £iji

1.2 je spektar

kQoT
Profesor T Sln 0
Branko Jeren X _
k

A onT
To Kot
gdje je Tp perioda, a 7 Sirina pravokutnog impulsa
S e razmatra se spektar tri pravokutna signala, za tri
Fovaisomaca vrijednosti periode Toy; Toz = 2.5To1 |
T03 == 2T02 == 5T01, uz fiksirani 7
e na slici koja slijedi prikazuju se normalizirani amplitudni
spektri To1Xk1, ToaXk2 i TozXks (normaliziranjem se
zadrzava ista amplituda, 7, sva tri normalizirana spektra)

bl
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Spektar vremenski kontinuiranog periodi¢nog signala

X(t) 79X
M M T 7T~
/N
/| 1\
/ \\
- \ 4
N N2
-57,, 3T, -T,,0 T, 3T, 5T, —4z/t 27/t 0O 2z/t  4xft
X,(t) T X2
- - il - - . :
is T’ﬁ \h} Lai
ey oy
2%, T, -f/2¢2 T, 2T, “Axfr —2x]t 2xfr  4rft
X5(t) TosXis
M M M 4
T, /2 /2 T Tanfc 21jr 0 2x)r it

Slika 1: PeriodiZni signali Xi(t), %2(t), X5(t) i normalizirani spektri
To1 X1, To2Xk2, Tos X3

24



Spektar vremenski kontinuiranog periodi¢nog signala

e periodi&ni pravokutni signal® %(t) mozemo interpretirati

E<)>It_ugrlat3|bnaa kao signal koji je nastao periodi¢nim ponavljanjem
ékg(ljzoll%n%gg;na aperiodi¢nog pravokutnog impulsa x(t) trajanja 7

P'e‘i%f*”ie e normalizirani koeficijenti spektra To X, mogu se

N interpretirati kao uzorci sinc funkcije koji &ine linijski
Branko Jeren spektar signala x(t)

e odigledno je kako s povecanjem osnovne periode spektar
periodi¢nog signala X(t) postaje gui¢i i gu¥éi no dodirnica

L ostaje nepromijenjena
o e intuitivno zaklju¢ujemo kako za Tg — oo linijski spektar

postaje kontinuirana funkcija frekvencije €2 identi¢na
dodirnici koju bi mogli izradunati iz

X(jQ) = /OO x(t)e ¥t

—00

3o0znakom X(t) zeli se, zbog potrebe izvoda koji slijedi, naglasiti

periodi¢nost signala
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Spektar vremenski kontinuiranog periodi¢nog signala

e naime, kako se normalizirani koeficijenti spektra ToXj
izralunavaju iz

T

Toxkz/2T K(t)e Wt gy
_ 20
2

za ocekivati je onda kako se vremenski kontinuirana
dodirnica izradunava iz

X(jQ) = / h x(t)e 7 dt (2)

—00

26
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Spektar vremenski kontinuiranog periodi¢nog signala

e dakle,

X(j) = / x(t)e—i gy — / * 0t —

—00

T
2

QT
Sln7

Qr
2

e pa koeficijente Fourierovog reda mozemo prikazati kao
uzorke X(jQ) jer vrijedi

e opcenito, periodi¢ni signal X(t) prikazujemo Fourierovim

redom oblika

X T sin k%OT
k= 7 T kQor
To B

o0

()= )

k=—o00

1

= ?OX(JkQO)

X (jkQp) /ot
To

27
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Spektar vremenski kontinuiranog periodi¢nog signala

2

e odnosno, uz Qg = <

X(t) = Z X (jkQ0)e* 0t Qq
k—foo

e za Ty — oo, dakle kad periodi¢ni signal prelazi u
aperiodi¢an, mozemo interpretirati

e gy — dQ — osnovna frekvencija postaje neizmjerno malom
veli¢&inom

o kQq — € — harmonijske frekvencije postaju tako bliske da
prelaze u kontinuum

e sumacija teZi k integralu

o X(t) — x(t) — periodi¢ni signal prelazi u aperioditan

e pa gornji izraz prelazi u

x(t) = 217r / T X(jQ)e a0 (3)

28
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Fourierova transformacija

e jednadzba (2) predstavlja Fourierovu transformaciju ili
spektar signala x(t), a (3) inverznu Fourierovu
transformaciju koja omogucuje odredivanje signala x(t) iz
njegova spektra

e dakle, jednadzbe (2) i (3) predstavljaju transformacijski
par

e Fourierova transformacija

X(jQ):/ x(t)e I dt
e inverzna Fourierova transformacija
1 [ ‘0
t)=— X(jQ)etdQ
X0 =5 [ xG2)

e koriste se i oznake

X(iQ) = Fi{x()} il x(t) < X(Q)

20
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Konvergencija Fourierove transformacije

e sli¢no kao kod Fourierovog reda, i ovdje postoje dvije klase
signala za koje Fourierova transformacija konvergira

@ signali konacne totalne energije za koje vrijedi

/ Ix(t)|?dt < 400

— 00
@ signali koji zadovoljavaju Dirichletove uvjete

(a) signal x(t) je apsolutno integrabilan

oo

/ |x(t)|dt < oo

— 00

(b) signal x(t) ima konaZni broj maksimuma i minimuma, u
bilo kojem kona¢nom intervalu vremena

(c) ima kona&ni broj diskontinuiteta, u bilo kojem kona&nom

intervalu vremena, pri ¢emu svaki od diskontinuiteta mora
biti konacan

20
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Veza Fourierove i Laplaceove transformacije

usporedimo izraze za Fourierovu i dvostranu Laplaceovu
transformaciju

o0

oo
Fix(t)} = / W(t)e e L{x(t)} = / x(t)e—tdt
—0o0 —o
ocigledno je kako je Fourierova transformacija vremenskog
signala jednaka Laplaceovoj transformaciji na imaginarnoj
osi 4, s = jQ, kompleksne ravnine
pa, u slu€aju da podrugje konvergencije L—transformacije
sadrZi imaginarnu os s = 2, vrijedi

Fi} = L{x(0}
moZe se zakljuliti kako, zbog sli¢nosti, za Fourierovu
transformaciju vrijede sli¢na svojstva kao i kod
L—-transformacije (neka od njih daju se kroz primjere)

“usporedi vezu prijenosne funkcije H(s) i frekvencijske karak. H(jQ) 21
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Fourierova transformacija
e rezultat Fourierove transformacije, X(jQ2),
0 .
X(jQ) = / x(t)e St dt
— 0o

naziva se i Fourierov spektar ili jednostavno spektar
signala x(t)

e X(jQ) je kompleksna funkcija realne varijable® Q i pi¥emo
X(j) = [X(jQ)| XU

gdje su | X(j2)| amplitudni spektar a,
£X(jQ) fazni spektar

®naizgled zbunjuje oznaka X(j§2), a ne X(), no to je samo stvar
konvencije jer se Zeli istaknuti kako je funkcija definirana na imaginarnoj
osi. Smisao konvencije je vidljiv i kod usporedbe s L=transformacijom
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Fourierova transformacija — Parsevalova jednakost
energija aperiodi¢nog kontinuiranog signala x(t), ¢ija je
Fourierova transformacija X(jQ), je

E, = /OO x(OPdt, za x(8)]2 = x(£)x* () =

—0o0

E = /jO x(t)x*(t)dt = /Oo x(t) [zlw /Oo X*(jQ)efodQ} dt =

L[ e N

x(t)ejmdt} dQ = 1/ IX(jQ)[2dQ

o0
oo 27

— 00

E= [ WoPd=o [ IXGPR

—0o0
je Parsevalova jednakost za aperiodi¢ne vremenski kontinuirane

signale kona&ne energije, i izraZava princip ofuvanja energije u
vremenskoj i frekvencijskoj domeni
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Fourierova transformacija jedini¢nog impulsa

e F-transformacija jedini¢nog impulsa §(t) je

F{o(t)} = /_OO 5(t)e 7 dr =1

e F—transformacija pomaknutog jedini¢nog impulsa
i(t —to) je

F{o(t—t)} = / 5(t — to)e It = e/

e otigledno je da pomak jedini¢nog impulsa d(t) ne mijenja
amplitudu Fourierove transformacije, ali mijenja fazu
Z{F{o(t)}} koja, za tg > 0, pada linearno

e gradijent faze odgovara iznosu pomaka jediniénog impulsa,
za tp, u vremenskoj domeni

e slijedi slika koja ilustrira oba primjera
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Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih signala

5(t)

Flo@)
) 1
. 7 .
t Q
5(t-t,) |7 {5t -t))]
T(l) 1
\ [0 t
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Fourierova transformacija pravokutnog impulsa

e F—transformacija pravokutnog impulsa

NS

1 za —Z<t<
t) = 2=
pr(t) {O za ostale t
je

-

o) ] T ' - or
Fip-(t)} :/ pr(t)e /dt = /2 e gy — 272

Qr
2 2

e spektar je realna funkcija, $to je posljedica parnosti signala
p-(t), i prikazujemo ga jednim grafom
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Fourierova transformacija pravokutnog impulsa

e prikazuju se pravokutni impuls i njegov realni spektar

1f ]
0
-2 2
< ]
[0
-10mt -8t -6t -4t -2t 2wt 4wt 6wt 8wt 101t
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Fourierova transformacija pravokutnog impulsa

e prikazuju se pravokutni impuls i amplitudni i fazni spektar

e s obzirom da je spektar realan, faza je nula za nenegativne
vrijednosti spektra, a +7 ili —m, za negativne vrijednosti

spektra

NI~

N~

“8r br

87 67

T T

-4

—4r
z

2

-2

T

6z & g
r T T T

s

=TT

2c 4z 67 81 q

T T T T
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Simetrije kod Fourierove transformacije

e u trecoj cjelini predavanja, razmatrana je parnost i
neparnost signala te, konjugirana simetri¢nost kompleksnih
signala, a ovdje ¢e oni biti koriSteni u izvodu nekih
svojstva simetrije kod Fourierove transformacije

e razmotrimo Fourierovu transformaciju realnog signala

X(j ):/OO x(t)e 7 dt

—00

X(—jQ) = /OO x(t)e/dt

X*(—jQ):/_OO x*(t)e_jmdt:/_oo x(t)e 2t dt = X(j)

e zaklju¢ujemo kako realni signali imaju konjugirano
simetri¢an spektar
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Simetrije kod Fourierove transformacije

e konjugirana simetri¢nost spektra, realnog vremenskog
signala, rezultira u parnosti i neparnosti slijedecih
komponenti spektra

X(i9) = X*(=J)
Re{X(jQ2)} = Re{X(—jQ)} realni dio spektra paran
Im{X(Q)} = —Im{X(—jQ)} imaginarni dio spektra neparan
IX(Q)| = |X(—j2)| amplitudni spektar paran

X[} = —2{X(—jQ)} fazni spektar neparan

40



Simetrije kod Fourierove transformacije

e e razmotrimo Fourierovu transformaciju parnog signala
2?;:?:' e za realan i paran signal x(t) = x(—t) = 3[x(t) + x(—t)],
S So0s vrijedi F{x(t)} = 3[F{x(t)} + F{x(~t)}]
Predavanje

1.2

[e.e]
Profesor f{X( )} :/ (t)eithdt
Branko Jeren

Fix(—t)} = / £)e% dp — /_Zx(t)ejmdt

S Fix(O)} + F{x(-1)} =2 / x(t) cos(S2t)dt

—00

e pa je za realan, i paran, signal x(t) Fourierova
transformacija realna i parna

F{x(t)} = / ) cos(Qt)dt

a1
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Fourierova transformacija — svojstvo vremenskog pomaka

e Fourierova transformacija signala x(t) = p-(t — %), dakle,

x(t) = 1 za0<t<T
"1 0 zaostalet

je
o) ) T ] o . Qr
F{x(t)} = /_ x(t)e—JQtdt = /0 eI gy — e_JQT T$/;72T2
HE—/
F{p-(t)}

e olito da se radi o svojstvu pomaka Fourierove
transformacije jer vrijedi

Fix(t — to)} = e 92 X(jQ) = |X(j)| 14XUD- 0]

e pomak signala u vremenskoj domeni rezultira u linearnom
faznom pomaku njegove transformacije

pilp,
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Fourierova transformacija pravokutnog impulsa — neparnog

e prikazuju se pomaknuti pravokutni impuls (signal nije vise
paran) i njegov spektar

T t -8z -6z -4z -2z 2z 4z 6z 8x

-8z -6z —4r 27

T T T T

=TT
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Fourierova transformacija pravokutnog impulsa — neparnog

e interpretira se faza pomaknutog pravokutnog impulsa

e plavo je faza nepomaknutog (parnog) pravokutnog
impulsa, ZF{p-(t)} , zeleno je doprinos fazi zbog pomaka

Qr

signala u vremenskoj domeni —337, a crveno je ukupna faza

e na donjoj slici prikazuju se samo glavne vrijednosti faze u
intevalu —7 i 7 (dakle faza modulo 27), i to je u literaturi
nacin prikaza faze

uobicajeni

; :
61T 10mt

; ;
-2t 0 21t

—617T -2mt 0 2mt 61t 10mt
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Fourierova transformacija — svojstvo dualnosti

e oligledna je sli¢nost izraza za Fourierovu i inverznu
Fourierovu transformaciju

e za olekivati je, ako je npr. Fourierova transformacija
pravokutnog impulsa sinc funkcija, da e inverzna
transformacija spektra koji je oblika pravokutnog impulsa
dati vremensku funkciju oblika sinc

e ovo svojstvo Fourierove transformacije naziva se svojstvo
dualnosti

e moZe se pokazati da ako je
x(t) < X(jQ)

vrijedi®
X(jt) = X(t) <5 27x(—Q)

®za t € Realni vrijedi X(jt) = X(t)

AR
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Fourierova transformacija — svojstvo dualnosti — izvod
za potrebe izvoda

X({Q) = / X(t)e_jmdt pigemo  X(jv) = / x(t)e " dt
zamjenom t = —(Q slijedi

Q=—c0 Q=cc
X(jv) = — / x(—Q)e " =DdQ = x / 21x(—Q) eV dQ

Q=+00 2m Q=—00

zamjenom v = t slijedi

X(jt) = %/ 21x(—Q) e dQ

X(jt) = X(t) <2 27x(—Q)

sli¢nim izvodom (zamjenama t = Qi v = —t)

X(—jt) = X(—t) <I 27x(Q)

A6



Digitalna
obradba
signala
Skolska godina
2007/2008
Predavanje
1.2

Profesor
Branko Jeren

Frekvencijska
analiza
vremenski
kontinuiranih
signala
Fourierov red

Fourierova
transformacija

Fourierova transformacija — svojstvo dualnosti

1
=2 | 12
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~27/Q, j;z'/Q
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Fourierova transformacija — svojstvo dualnosti

e pokazano je kako je F{é(t)} =1, dakle,
85(t) <251

e odreduje se inverzna Fourierova transformacija 6(2)

1 [ . 1
(@ _/ Q)eMdQ = —
FHO@) = 5 [ s@)e™da = 5
pa je
1 F
— +—0(Q
o= 5(%2)
odnosno
125 275(Q)

e do istog rezultata bilo je moguée doéi izravnhom uporabom
svojstva dualnosti

A8
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F—transformacija — vremensko skaliranje

e neka je X(jQ) = F{x(t)}, tada je

Fix(at)} = |a|x(JQ)

a

izvod:

F{x(at)} = / h x(at)e 7 dt =

2o (D

e izvod je proveden za a > 0, sli¢an je izvod za a < 0 &ime
se dokazuje gornje svojstvo

e zaklju¢uje se kako vremenska kompresija signala za faktor
a > 1 rezultira u ekspanziji spektra za isti faktor

e ekspanzija x(t), za a < 1, rezultira-u kompresiji X(j2)
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Fourierova transformacija periodi¢nih signala

e Fourierova transformacija nije konvergentna, u smislu
regularnih funkcija, za neke vrlo uobi&ajene funkcije

e ovdje se pokazuje da je, unato¢ tome, moguca njihova
Fourierova transformacija, uvodenjem singularnih funkcija,
tj. Diracove funkcije u frekvencijskoj domeni

e ilustrirajmo to na primjeru kompleksne eksponencijale
x(t) = fSht

e uvrstenjem u transformacijski integral

/oo e/t e/ gy — /oo /(o= gy

—00

evidentno je kako on ne konvergira za 2 =
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Fourierova transformacija periodi¢nih signala

vel je pokazano kako je Fourierova transformacija
Diracove funkcije konstanta, te kako je Fourierova
transformacija konstante Diracova funkcija (svojstvo
dualnosti)

isto tako je pokazano kako je Fourierova transformacija
pomaknute Diracove funkcije kompleksna eksponencijala

moZze se zakljuditi da ¢e, primjenom svojstva dualnosti,
pomaknuta Diracova funkcija, u frekvencijskom podrudju,
za inverznu transformaciju imati kompleksnu
eksponencijalu u vremenskoj domeni

razmotrimo signal x(t) &ija je Fourierova transformacija

Diracova funkcija, povrine (intenziteta) 2w, na frekvenciji
kQo

inverzna F—transformacija ovog impulsa je

x(t) 1/ 218(Q — k) dQ = ekt

T o oo
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Fourierova transformacija periodi¢nih signala

e Fourierova transformacija signala e/%t je
Wt T ors5(Q — kD)

e zaklju¢ujemo kako je Fourierova transformacija,
proizvoljnih periodi¢nih signala, koje prikazujemo
Fourierovim redom,

x(t)= ) X!

k=—o0
oblika -
X(Q) = ) 21X d(Q — k)
k=—00

e Fourierova transformacija periodi¢nog signala, &iji su
koeficijenti Fourierovog reda Xy, je niz Diracovih funkcija,
intenziteta 27 X, koji se pojavljuju na frekvencijama kg
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Fourierova transformacija sinusoidnog signala

e odreduje se Fourierova transformacija svevremenskog
sinusoidnog signala x(t) = cos(Qot)

Flcos(Qot)} = ]—"{%emot . %e—fﬂof} _

= m0(Q2 — Qo) + (2 + Qo)

x(t) = cos(Q,f)

(7) (7)
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Fourierova transformacija sinusoidnog signala
e odreduje se Fourierova transformacija svevremenskog

sinusoidnog signala x(t) = sin(Qot)

1 1 .
F{sin(Qot)} = f{?jej%t — ?je—JQOf} —
= —jmd(Q — Qo) + jmd(2 + Qo)

e opdenito, za svevremenski sinusoidni signal vrijedi

Acos(Qot + 0) <2 TAO5(Q — Qo) + TAeTO5(Q + Q)
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Fourierova transformacija niza Diracovih § funkcija

e odreduje se Fourierova transformacija niza Diracovih §
funkcija

combr,(t) = i d(t —nTs)

e kako se radi o periodi¢nom signalu, s periodom Ty,
moguce ga je prikazati pomocu Fourierovog reda

s

2
combr,(t Z X /Kt — Z Bt Q= %
k=—00 S k=—o00

e jer su Fourierovi koeficijenti

Ts
1 (% , 1
== 5(t)e HFtar = —
KT /rs (t)e T.
2
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Fourierova transformacija niza Diracovih § funkcija

e pa se prema izrazu za F—transformaciju periodi¢nih
signala, perioda Ty,

X(jQ) = Z 21 X1 0(Q — kQy)

k=—o00

odreduje Fourierova transformacija niza Diracovih
funkcije

5(Q — kQs) =

> 1
Flcombr,(t)} = > 2m—
k=—o00 s

p
=7 k_z: (2 k—) _,_ Combzﬁ Q)
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Fourierova transformacija niza Diracovih ¢ funkcija

comby (t)

ST, T, 0 T, 2, 3,

fcombz,r(/m
4% ‘ rerG

67 4z 21 2t 4z 61 0
. T, T, . T, T,
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Fourierova transformacija vremenski omedenog sinusoidnog
signala

P e odreduje se Fourierova transformacija vremenski
i omedenog sinusoidnog signala
2007 /2008
Predavanje T T
12 cos(Qot) —-I<t<3
x(t) = pr(t) cos(Qot) = 2 = 2
Profesor ( ) pT( ) ( 0 ) { 0 za ostale t
Branko Jeren
0 , 2 .
X(Q) :/ x(t)e 2 dt :/ cos(Qot)e /dt =
Fourierov red —0o0 - %
Fouri;:rova " 1 T
transformacija 5 . . .
_ = (ejQ()l' + e*JQOf> efJQtdt —
2 ) -
2
_ L7 oy 1 [T i@ty
2 ) = 2 ) =
2 2
T sinL}QO)T T sinLJFZQO)T

T 2 (2-Q0)r 2 (4+Q0)T
T T2 =
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Fourierova transformacija vremenski omedenog sinusoidnog
signala

x(t)
-7/2 0 /2 [
X(/Q)
7/2
AN N N JAW
AV \/ \V/ W\
-0, 0 70, O

Q,-27/t  Q,+2x/r
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Fourierova transformacija vremenski omedenog sinusoidnog

signala
Slzale e do istog rezultata moguce je bilo doéi primjenom svojstva
obr, ..
signala frekvencijskog pomaka

Skolska godina
2007/2008
Predavanje

1.2.

Profesor x(t)eont i) X(_I(Q _ QO)

Branko Jeren

o za x(t) <2 X(jQ) vrijedi

x(t)e %t o X(j(Q + Qo)

e nadalje za produkt (to je zapravo amplitudna modulacija)

Fourierov red

Foioa x() cos(@ot) = 3 [x(£)e ™ + x(t)eI¥]
vrijedi
X(t) cos(@ot) < LIX((R ~ Q) + X((Q + Q)]
e za x(t) = p,(t) slijedi prije izvedeni izraz za spektar omedenog

sinusoidalnog signala
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Fourierova transformacija vremenski omedenog sinusoidnog
signala

e razmotrimo i tre¢i nadin izracuna spektra omedenog
sinusoidnog signala

e primjenjuje se svojstvo konvolucije u frekvencijskoj
domeni’

x(t)x(t) < %Xl(jﬂ) « Xo(jQ)

s (B)x(t) L= % /_OO X1 ((Q — W) Xo(jW)dW

e u prethodnom slu¢aju, omedenog sinusoidalnog signala
x1(t) = pr(t) a xa(t) = cos(Qot) i njegov spektar
moZemo interpretirati i kao frekvencijsku konvoluciju
spektra pravokutnog signala p-(t) i signala cos(Qot)

Tizvod potinje od F1{X1(jQ) * X2(jQ)} i sli¢an je izvodu za
vremensku konvoluciju Laplaceove transformacije
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Fourierova transformacija — konvolucija u vremenskoj
domeni

e za Fourierovu transformaciju konvolucije, u vremenskoj
domeni, vrijedi, sli¢no kao i kod Laplaceove transformacije,

x1(t) * x(t) <2 X1(jQ)Xa(jQ)

e ovo svojstvo ilustriramo na primjeru Fourierove
transformacije trokutastog signala v(t) = (7 — |t|)p2-(t)

e ovaj signal moguce je prikazati kao rezultat konvolucije
p-(t) * pr(t)

p.(t) p.(t) r v(t)
1 1
-7/2 | 7/2 t— -2 1 7/2 t-> - [ Tt

e pa, prepoznajemo kako se F—transformacija signala v(t)
svodi na produkt spektara signala p,(t)
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Fourierova transformacija — konvolucija u vremenskoj

domeni

F sin %
o |7
2
T
0
- t—
Y -2z/t 27/t Az/t
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