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1. Neka je y[n] niz dobiven linearnom konvolucijom signala x[n] i A[n]. Pokazi da vrijedi:

2 iﬂﬂ:[iﬂﬂj-[iﬂﬂj

b z - > o bl S
Rjesenje:,

Prvo pretpostavljamo da sve sume postoje, tj. konvergiraju.

a) Definicija linearne konvolucije u vremenskoj domeni glasi:

)=l )= 3 alibln—il= > likln—].

j=—00 j=—c0

Sada u zadani izraz uvrS$tavamo

=3 liln—11.

j=—o0

1 dobivamo:

Slnl= 3 S alilln-il= Yl Y hln 1]

N=—c0 f=—00 j=—oo0 j=—00 N=—c0

Primijetimo da unutrasnja suma od A[n — i] ne ovisi o i, jer zbrajamo po svim n-ovima od —
do +oo. Prema pretpostavki ta suma postoji i konvergira tako da je mozemo zamijeniti nekom
konstantom, nazovimo je C. PiSemo:

S S il -il= S 2> hlnl= 3l c =S il = S Al o]

j=—00 N=—c0 j=—00 N=—c0 j=—00 j=—00 N=—c0 j=—00

Sada imamo dvije neovisne sume te mozemo umjesto 7 pisati #. Buduci da vrijedi pravilo
komutativnosti dokaz je zavrSen.

e ihwix[n]:[ix[nlj-[ih[nlj

fi=—oo i=—oco fi=—oo fi=—oo f=—oo fi=—oo

b) Za linearnu konvoluciju vrijedi:

=3 ibln -]

j=—o0

Uvrstavanjem dobivamo:

S 1) ylal= S 1) S sl -i]= S i S (= 1) Hln—1]

N=—oo N=—oo j=—oc0 [=—o0 n=—oo

Ovdje primje¢ujemo da unutraSnja suma ovisi o i. U ovisnosti o parnosti broja i unutrasnja
suma mijenja predznak zato $to pomi¢emo niz A[n — i], dok (—1)" ostaje nepromijenjen. Zbog
toga mozemo pisati:



(=1)"hln—i]= C , kada je i paran, te

M

—oo

n

(=1)"h[n—i]=—-C, kada je i neparan.

M

—oo

n

Iz ovoga vidimo da nam je potrebna promjena predznaka u vanjskoj sumi u ovisnosti o
parnosti broja i, $to se lijepo moze zapisati kao (—1)'.

S (1Y hln—i]=(-1) C

n=—o00

Uvrstavanjem dobivamo:

o

Sl ) Hln-il= Yl o= Y (1) dlil= X1y -] (1) i)

j=—00 N=—00 j=—00 j=—00 N=—c0 j=—00

Sada vidimo da suma po # ne viSe ne ovisi o i, pa mozemo pisati:

(1) bl =3 (1) dlil= (1) Al 3 (1) ]

n=—o00 [=—o00 n=—o0 j=—o0

Budu¢i da imamo dvije neovisne sume moZemo pisati # umjesto i. Vrijedi komutativnost, te
je dokaz zavrsen.

i(—l)”h[ﬂi(—nﬂx[n]:[i(—l)ﬂx[nlj(i—l)"h[n]j

n=—o00 n=—o00 n=—o00 n=—o0

Vedran Bobanac



3. Zadana su dva konacna niza brojeva
xi[n]=1{5,2,4,-1,0,0} 1 x3[n] ={-3,4,0,2,-1,2}

a) Odredi linearnu konvoluciju zadanih nizova. Kolika je duljina linearne konvolucije?

b) ProSiri prvi niz na Sest ¢lanova dodavanjem nula i odredi cirkularnu konvoluciju uz N = 6
tako proSirenog niza s nizom x,[n].

¢) IzraCunaj cirkularnu konvoluciju iz b) zadatka koriStenjem DFT-a.

a) Linearna je konvolucija odredena izrazom :

o

y[nl= 20 x[m]x, [n—m]

m=—co

Primjenom algoritma zrcali i pomakni (Flip-and-Slide Form) moZemo mnogo brze do¢i do
linearne konvolucije dvaju nizova.
Signal x;[n] zapisan je u prvom redu dok se niz x,[n] zrcali i posmi¢e preko njega.

5 2 4 -1
2 -1 2 0 4 -3 n=0
-1 2 0 4 -3 n=1
-1 2 0 4 -3 n=2
2 -1 0 4 -3 n=3
2 -1 0 4 | -3 n=4
2 -1 0 4 | -3 n=>5
-1 0 4 | -3 n=6
-1 2 0 4 | -3 n=7
-1 ] 2 0 4 | -3 | n=8

y[n] = {-15, 14, -4, 29, -5, 16,-2,9, -2 }
b) Niz x;[n] proSirujemo sa nulama kako bi dobili 6 ¢lanova niza :

xi[n]=1{5,2,4,-1,0,0}
x2[n] =1{-3,4,0,2,-1,2}

Cirkularna je konvolucija odredena izrazom :
N-1

Ve [n] = le [m]xz [(” _m)modN]

m=0

Ve [0] =X [0] X, [0] X [1] X, [(_l)modé] X [2] X, [(_2)mod6] X [3] X, [(_3)mod6 ] + X [4]x2 [(_4)mod6 ] +
X [5]x2 [(_S)mod6]



Ve [O] =X [O]xz [0]+x1 [1]x2 [5]+x1 [2]x2 [4]+x1 [3])62 [3]+x1 [4]x2 [2]+x1 [S]xz [1]
=-15+4-4-2=-17

Uzorci drugog niza se u daljnjem proracunu cirkularno ponavljaju :

y.[1]=x[0]x, [1]+x [1]x, [0]+ x, [ 2] x, [5]+ x, [3] x, [4] + x, [4] x, [3] + x, [ 5] x, [2] = 23
y.[2]=x[0]x, [2]+x [1]x, [1]+x [2] x, [0]+ x, [3]x, [5] +x, [4] x, [4]+ x, [5] x, [3] = -6
y.[3]=x[0]x, [3]+x [1]x, [2]+ x [2] x, [1]+x,[3] x, [0] + x, [4] %, [5]+ x, [ 5] x, [4] = 29
y.[4]=x [0]x, [4]+x [1]x, [3]+x [2] x, [2]+ x, [3] x, [1] + x, [4] %, [0] + x, [5] %, [5] = -5
y.[5]=x[0]x, [5]+x [1]x, [4]+ x, [2] x, [3]+ x, [3] %, [2] + x, [4] x, [1] + x, [5] x, [0] = 16

Rezultat je :

v.[n]={-17,23,-6,29, -5, 16}

Jednostavniji nacin racunanja je pomocu tablice :

c) DFTx je odredena izrazom :

n _ xm]=4{5 2. 4, -1. 0, 0} y[n]
0 x[(0-m),] -3, 2, -1, 2, 0, 4} -17
1 ox[(1-m), ] 4, 3, 2, -1, 2, 0} 23
2 x|(2-m), | {0, 4, -3, 2 -1, 2} -6
30 x[(3-m),] 2, 0, 4, -3, 2, -1} 29
4 x,[(4-m),] -1, 2, 0, 4, -3, 2} -5
5 x,[(5-m),] {2, -1, 2,0, 4 -3} 16
v
X [k] ZX[n]e’z”/”k/Nz x[n] W,
pa

Mnozenje X;[k]-X;[k] u DFTx domeni odgovara cirkularnoj konvoluciji nizova x;[n] i xa[n] u
vremenskoj domeni.

1. Rac¢unamo DFTy nizova xi[n] i x;[n]. N=16

X, [k]=DFT, [ x,[n]]| =50 + 20 +aW2F —1w* + 0w + 0wt
X, [k]=DFT,| x,[n] | = =302 + 4w + oW " 2w — 1w + 2w



2. Mnozimo spektre Y [k] = X;[k]-X,[k]

Y[k]=G+2W  + 4w 1w N3+ 4wl 2wt - + 2w
Y[k]=-15+200" + 100 +10W. " —6W " + 8WF + 4w — 2w + 4wt —12W 2" +
+16VV63k +8VV65k _4VV66k +8VV67k +3VV63k _4VV64k _2VV66k +VV67k _22/( —
=—15+14W} +29W" —aw 2 —sw 16w — 2wt +ow ]t — oW =

=—15+14W} + 200 —aw 2 —swr +16W>" — 2w +ow) — 2wt =
=—17+23W} —6W2* + 29w " — 5w + 160"

3. Racunamo IDFTjs spektra Y [k]

ye[n] = {-17, 23, -6, 29, -5, 16 } §to odgovara prethodno izra¢unatoj cirkularnoj konvoluciji

Ivana Fazinié



2. Koristenjem Z transformacije odredi konvoluciju signala

n, n>0 (=)™, n=>0
i xan]=<¢" .
0, n <0

Z transformaciju niza x[n] dobijemo prema:

o

X[z]= Zx[n] z™"

n=—o00

posto su svi uzorci signala za n < 0 jednaki nuli formulu moZzemo modificirati :
X[z]= Zx[n] z"
n=0

pa prema tome dobivamo Z transformacije nizova x;[n] i Xz[n]:

xin]=z1+222 4323 +4z 4+ 525+ ...

2 -3

xz[n]=1—z'1+z'—z +z4 27 -6

konvoluciji u vremenskoj domeni odgovara mnozenje u Z domeni pa prema tome konvoluciji nizova
xi[n] i Xz[n] u vremenskoj domeni odgovara njihov umnozak u Z domeni.

Xl(z)-Xz(z)z(z‘l+2z 243z 4zt 520+ YA -z"+22 -z +z2% - 727+2°0- )=
=z + 222432 +4z*+ 52+ 620+ Tz + ...
—z22-0227 324 —4z°—52%—627-7z2F- ...
+z3 42204327 +425+4 527+ 62+ 7270 + .
—z2 =227 -32°-427-52% 627 -7~ ...
11

4723542284327 +4z28 4527+ 620+ 727 - .

—z28 02727328 477 5710 6z M 772712 ..

=z '+ 2242234224432 +3 7%+ 477+ 428+

Kada to prebacimo natrag u vremensku domenu dobivamo uzorke signala nastalog konvolucijom
signala x;[n] 1 Xz[n]. Prema tome je:

xi[n]*xo[n] = {0, 1,1,2,2,3,3,4,4,5,5, ........ }

zadatak je moguce rijesiti i koriStenjem tablica Z transformacije. Nizove x; [n] i X, [n] pomocu tablica
prebacujemo u Z domenu.



z

X,(z)= X, ()=

(z-1)

YO =@ X6 =g

Taj umnozak rastavljamo na parcijalne razlomke i to na sljede¢i nacin:

Y(z) z A B C

z (z—=1)-(z+1) Z—l+(z—l)2+z+1

Dobivamo sljedece jednadzbe:

A+C=0
B-2C=1
-A+B+C=0

RjeSavanjem jednadzbi dobivamo: A=% ; B =% ; C=-%

Y(z) 11 L1 11
z 4z-1 2(z-1)* 4z+1

1 z 1 z 1 z
— +_ —_——
4z-1 2(z=-1)7° 4z+1

Y(z)=

Zatim to vracamo natrag u vremensko podrucje pomocu tablica Z transformacija i dobivamo:

Y[n]:%-l” +%-n—%-(—l)" =%(1—(—1)" +2n)

Vidimo da dobiveni rezultat odgovara i prijasnje dobivenom rezultatu.

Tomislav Vlah



4. Zadana su dva konacna impulsa
X, [n] = {1,0,2,0} 1 x, [n] = {(_),2,0,—1}

Odredite konvoluciju signala mnoZenjem u DFT domeni. DFT racunajte u 4 tocke. Da li
dobiveni rezultat odgovara linearnoj ili cirkularnoj konvoluciji u vremenskoj domeni?

RJESENJE:

Konvoluciju u DFT domeni raunamo prema izrazu:

DFT [ynll= DFT, [x,[n]]- DFT, [x,[n]

pri ¢emu vrijedi:

X [k]=DFT, [x,[n]] X, lk]=DFT, [x, [n]] Ylk]=DFT, [yln]

Mozemo pisati: Y[k]= X, [k]- X, %]

Kako je u nasem zadatku N = 4, potrebno je odrediti DFT, transformacije zadanih signala:

X [k]= DFT,[x,[n]] = W2 + oW }* + 2w 2 + oW }*
X, [k]= DFT,[x,[n]]= 0w + 2w} + 0w 2 —1w "

MnozZenjem u domeni transformacije dobivamo:

vk =X, [k]x, (k] = (1+ 2w 2 )- 2w 1w )
=2W,F +awt -t —ow "

=2w,* +3w;* —ow "

=2w," +3w} —2m,*

=3,

Inverznom transformacijom dobivamo:

yln]={0,0,0.3}
Op¢enito, mnozenju u DFT domeni odgovara cirkularna konvolucija u vremenskoj domeni.

Cirkularnu konvoluciju u vremenskoj domeni raunamo prema sljedec¢em izrazu:



3
Kako je u naem zadatku N = 4 potrebno je izradunati: y[n]= le [i]- x, [<n - i> 4]
i=0

Cirkularnu konvoluciju najces¢e racunamo tabli¢no:

1.0.2,0}  yln]
{0,-1,0,2}

0
{2,0,-1,0} 0
0
3

{(_)72707_1}
{-1,0,2,0}

w N = O B
=
38
T
—
|
. . ~. .
S~ S~ S~ ~——
N
I

Kao rezultat dobivamo y[n]= {0,0,0,3}

Racunanjem cirkularne konvolucije u vremenskoj domeni dobili smo jednak rezultat kao i pri
racunanju konvolucije mnozenjem u DFT domeni!

Zadatak rijeSila: Nina Brcko



5. Zadana su dva kona¢na impulsa:

X, [n] =
0, inace

V4
cos(zzn), 0<n<5 cos(—-n+1x), 0<n<3
Xl[n]_{ (m) Gon+m)

0, inace

Izracunaj linearnu i cirkularnu konvoluciju zadanih signala. Odredi periodicku konvoluciju zadanih
konac¢nih impulsa ako ih periodicki prosirimo s periodom N = 5.

Signali su prikazani na sljede¢im slikama:

;
0. 0.8
0. 0.6
0.4] 0.4
0.2] 0.2
Xq [n] X2 [n]
0 0,
-0.2] -0..
-0.4] -0.4}
0. 0.
0. -0.81
0 -1
0 1 2 3 4 0 1 2 3
n n

Linearna konvolucija dvaju signala kona¢ne duljine

xi[n] = {1,-1,1,-1,1} - duljina prvog signala M+1 =5 =>M =4
xo[n] = {-1,0,1} - duljina drugog signala L =3

x[n] = x;[n]* x2[n] -duljina signala dobivenog konvolucijom M + L="7

1) metoda zrcali i pomakni
Zrcalimo niz x;[n] i ispisujemo ga M+L = 7 puta jednog ispod drugog pomaknutog u lijevo za jedan .

X,n]— |[-1 0 |1
X 1zre[n]— | 1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 1

1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1

x[4]=...=(=1)-1+0-(-D)+1-1=0
| x[5]=..=0-1+1-(-1) =-1
] x[6]=x,[2] x,[4]=1-1=1

Il
Il
T
o
N—
—
+
S
0
o
N—
+
p—
—
Il
(e

x[n]={-1,1,0,0,0,-1, 1}




2) Konvoluciju signala u vremenskoj domeni mozemo dobiti mnoZenjem Z transformacija signala i zatim
primjenom inverzne Z transformacije

x [n] = xi[n] * x5[n] = Z" { Xi(2) Xa(2) }
Xi(z)=1-z"'+z?-z% +z*
Xy(z) = -14z

X(z)=Xi(2) Xo(z)=-1+z" -2 +2°

x=Z"-1+z"-2°+2°1=1{1,1,0,0,0,-1, 1}

Cirkularna konvolucija

Neka su signali duljine N = 5 (pri ¢emu signal x[n] nadopunjavamo dvjema nulama). Tada je cirkularna
konvolucija takoder duljine 5 i odgovara jednoj periodi periodi¢ne konvolucije signala X, [n]i X,[n] dobivenih

periodi¢kim proS$irivanjem signala x;[n] i x»[n]. Cirkularna konvolucija racuna se prema formuli:

Xew ] = Exl [n] x,[(n=1),an]>n € {0,1,... N-1}

Xew [0]= ZX I]X[ l)modN}

=x,[0]-x, ':(O)modS]-l_ x,[1] %, ':(_l)modS ] +x,[2] x, [(_2)1110(15 ] +x,[3] x, |:(_3)m0d5 ] +x,[4] x, [(_4)mod5:| =
=%, [0]-x, [0]+x, [1]-x, [4]+x, [2]-x, [3]+x, [3]-x, [2]+ x, [4]-x, [1] =
=1-(-)+(-1)-0+1-0+(-1)-1+1-0=
=-2

Analogno se odreduju ostali uzorci:

e [1] =, [0 [1]43, 1], [0]x, [2]-x, 4] %, [3]xa 3] 3, [4]- . [2] =
=1-0+(=1)- (=) +1-0+(=1)-0+1-1=
=2

e [2] =, [0] s [213, 1] 1] 5, 2], 0] %, [3]-xa [4] #x, [4]-x, [3] =
=1-14+(=1)-0+1-(=1)+(=1)-0+1-0 =
=0

e [3] =, 0] %, 3], [1] x, [2]+x, 2] x, 1] %, 3], [0]+ , [4] - x, [4] =
=1-04+(=1)-141-0+(=1)- (=) +1-0 =
=0

e [4] = %, [0, [ 41+, 1%, 3] %, [2]: x, [2] 3, 3], [1]+ x,[4]-x, [0] =
=1-04+(=1)-0+1-1+(=1)-0+1-(=1) =
=0

XCIR [n] = {ﬁa 27 07 07 0}




Cirkularna konvolucija zadanih signala prikazana je na sljedec¢oj slici:

0 1 2 3 4
n

Periodicka konvolucija xppr [n] signala dobivenih periodickim proSirenjem signala x;[n] i X, [n] dobiva se
periodickim ponavljanjem cirkularne konvolucije. Periodicka konvolucija prikazana je na sljedec¢oj slici:

0.5

Xper [N] .

-0.5




6. Odredi linearnu i cirkularnu konvoluciju zadanih signala:

a) a1[n] ={1,0,-1,0,1} i 23[n] = {1, -1,0,—1,-1},

b) zq[n] = {1,0,1, -1} i 22[n] = {0,2, 1,0},

¢) 21[n] = {1,0,0, -1} i 22[n] = {1,0,-1,0},

d) z1[n] = {1,2,3,4} i 22[n] = {4,3,2,1} te

e) x[n] = {1,1,0,1,-1,0,0, =1} i 223[n] = {1, —-1,1,0,0, —1,0,1}.
RJESENJE:

Linearnu i cirkularnu konvoluciju moZemo rafunati u vremenskoj, a moZzemo i1 u
frekvencijskoj domeni. U oba slucaja rezultat je isti. I jedan i drugi nacin objaSnjeni su vrlo
lijepo 1 razumljivo u auditornim vjezbama, pa se moze odabrati onaj koji vam se viSe svida
(za krace nizove je najbrZe tabli¢no racunanje). Ovdje ¢emo cirkularnu konvoluciju rjeSavati u
vremenskoj domeni, a linearnu u frekvencijskoj.

a) xi[n]=4{1,0,—-1,0,1} ,x2[n]={1,-1,0,—1,- 1}
Linearna konvolucija:

Linearnu konvlouciju racunamo u Z domeni. Koristimo se poznatim svojstvom Z
transformacije, a koje se odnosi na konvoluciju signala:

y[n] = z[n] * hln] O—e Y (2) = X(2)H(z).

Postupak je sljedeci: prebacimo nase signale Z transformacijom u Z domenu, zatim ih tu (u
zemlji ¢udesa :) pomnozimo, te konacno, inverznom Z transformacijom rezultat vratamo u
vremensku domenu.

Xl(z):l—z*2 +z7*
X,(2)=1-z"-2z"-z"

Y(z):)(l(z)-)(z(z):(l—zf2 +274)-(1—zf1 —z —274):

_ - 4
| s g

272 +z27+z27 4270+
S S T 8
=1-z"'-z740 27 +0-z*+0- 27 +2z° -z -z

y[n]=1{1,-1,-1,0,0,0,1,-1, -1}



Cirkularna konvolucija:
Cirkularnu konvoluciju ratunamo u vremenskoj domeni po sljede¢em izrazu:
N —

yln] = hln) ® z[n] = > a[ilh[(n —i)n].

1=0

=

U praksi to radimo tablicno. Na vrhu tablice imamo na$ signal x[#], a ispod njega potpiSemo
«zrcaljeni» signal A[n], odnosno permutacije tog signala koje dobivamo rotacijom elemenata.
Krec¢emo prvo s zrcaljenim signalom A[#n]. Ispod njega potpisujemo signal koji dobijemo tako
da pocetni zrcaljeni h[n] rotiramo jedan put udesno. To znaci, da ¢e nam zadnji element doc¢i
na prvo mjesto, a svi ostali ¢e se pomaknuti za jedno mjesto unaprijed. Sljedecu varijaciju
dobijemo na isti na¢in, samo sada rotaciju vr§imo na ve¢ rotiranom i zrcaljenom A[n] itd. n-ta
komponenta rezultata dobije se da se elementi istog stupca od x[#] i A[n] pomnoze, a zatim se
zbroje.

n )C][i] = { L Oa - 15 0’ 1} J’[n]
0 x[0-0s] = { L - 1, — 1, 0, — 1} 1
I xwf(l-0s] = {~ L L -1, - 1, 0} 0
2 xl@-0s] = { 0 - 1, L, -1 -1 -2
3 x[B-is] = {~ L 0, — 1L, L -1y -1
4 xf@-0s] = - L - 1, 0, — 1, 1} 0
b) xi[n]={L, 0, 1,-1}, x2[n]={0, 2, -1, 0}
Linearna konvolucija:
Xl(z)=l+272—zf3
X, (z)=2-z"-z27
Y(z)=2-z'-1-z27+2-27 =3z +27
y[n]={0, 2,-1,2,-3, 1, 0}
Cirkularna konvolucija:
n xlif = { L 0, I, - 1} yln]
0 x[(0-i4 = { O 0, — 1, 2y -3
I oxo[(1-04 = { 2. 0, 0, — 1} 3
2 xf@-iu] = - L 2, 0, 0y -1
3 x[@-d4 = { 0. - 1, 2, 0} 2




C) )C][l’l]:{l, 07 07 _1} ) )Cz[l’l]:{l, 07 _17 0}
Linearna konvolucija:

X, (z)=1-2"

X,(2)=1-2z"

Y(z)=1-z7 -2z +27°

y[n]={1,0,-1,-1,0, 1, 0}

Cirkularna konvolucija:

n x[il = { L 0, 0, — 1} y[n]
0 xf[(0-dis] = { L 0, — 1, 0} 1
I oxwf(l-d4 = { 0, 1, 0, — 1j 1
2 xf@-iu4] = - L 0, 1, 0p -1
3 0f@-0d = { 0 -1, 0 1} -1

d) xi[n]={L, 2, 3,4}, x[n]={4, 3,2, 1}
Linearna konvolucija:

X, (z)=1+2-z7"+3-z27+4.27
X,(2)=4+3-z"+2-z7+1.27
Y(z)=4+11-27" +20-272+30- 27 +20-z"' +11- 27 +4.2"°

y[n]={4, 11, 20, 30, 20, 11, 4}

Cirkularna konvolucija:

n [ = { L 2 3 4 y[n]
0 xf[(0-0)a] = { 4 1, 2, 3} 24
I xf(1-94 = { 3. 4, 1, 2} 22
2 xf2-d4d = { 2. 3, 4, 1} 24
3 x[B-04 = { L 2, 3, 4} 30




e) xi[n]={1,1,0,1,-1,0,0,-1} , xo[n]={1,-1,1,0,0,-1, 0, 1}
Linearna konvolucija:

X

1(z)=1+zf1 +z3 -zt =77
X,(2)=1-z"+z7 -z +z7
Y(z)=1+2-z’3—2-z41 R T e

y[nl={1,0,0,2,-2,1,-2,0,1,0,1,-1,1,0,-1}

Cirkularna konvolucija:

NN W= O S

x[i] = { L 1, 0, 1, — 1, 0, 0, — 1} y[n]
wo[(0-ig] = { 1 1, 0, — 1, 0, 0, 1, — 1} 2
wo[(1-ig] = {~ 1 1, 1, 0, — 1, 0, 0, 1} 0
xw[-is] = { 1L - 1, 1, 1, 0, — I, 0, 0} 1
xw[B3-ig] = { O 1, — 1, 1, 1, 0, — I, 0} 1
xl@d-is] = { 0 0, 1, — 1, 1, 1, 0, — 1} -1
x[(5-is] = - L 0, 0, 1, — 1, 1, 1, 0} 1
xf[5-is] = { 0. — 1, 0, 0, 1, — 1, 1, 1 -3
o[(5-is] = { L 0, — I, 0, 0, 1, — 1, 1} 0

Marin Kovacié¢




7. Neka su x, [n] i X, [n] dva kona¢na niza duljine N=6. Ako je

v, Inl= ixl [ibeoln—i] n=01..2N-2

j=—oo

linearna konvolucija zadanih nizova te ako je

yelnl= S s e, [n - ]

i=0

cirkularna konvolucija zadanih nizova izrazi y. [n] pomocu y, [n]

Rjesenje:

Linearna konvolucija predstavlja mnozenje u DTFT domeni i u ovom konkretnom slucaju je duljine
2N-1, dok cirkularna konvolucija predstavlja mnoZenje u DFT domeni i duljina joj je u ovom slucaju
N.

U domeni Z transformacije izraz za linearnu konvoluciju je

Y,(z)= zgzyL [ = ’ z[i w [ - i]}n

n=0

j=—oo0

dok je u DFT domeni izraz za cirkularnu konvoluciju

AT A T z[z ik, [<n—i>N]JWsk

n=0 n= i=l

Primijetimo da su izrazi dosta sli¢ni. Ukoliko u izrazu za Z transformaciju linearne konvolucije z
supstituiramo s W, dobijemo novu sumu po 7 od o do 2N — 1 koju nakon iskoriStavanja svojstva

periodi¢nosti kompleksne eksponencijale mozemo svesti na sumu po # od 0 do N — 1 koja strukturno
odgovara upravo izrazu za DFT transformaciju. Pokazimo da tim postupkom dobivamo upravo
cirkularnu konvoluciju.

Zamjenom dobijemo

Y=y, L

n=0

odnosno

Y[k]=J’L [O]W,(V) +y; [I]Wjé +..ty, [2N_2]W162N72)k

Kako je eksponencijala ;" periodi¢éna s periodom N,

k k kxIN
i 7_/'21[N 7_/2nﬁij2nl —j2n N K+IN
Wy =e =e =e =Wy

mozemo &lanove sume grupirati u skladu s periodi¢noséu W3¢
Y[k] =) [O]W]\? +y [N]W;k +y, [1]W\/; +y, [N+1]WA(/NHM te.
0,N LN+l

+y, [N =2]W3 +y, [2N 2] 4y, 2N -1

N-2,N+N-2




Pogledajmo sada §to opcenito dobivamo kada zbrojimo y[n] i y.[n + N] ako je n manji od N (to
odgovara ¢lanovima koje smo grupirali u izrazu za Y[k]). Pri tome se prisjetimo da Za operator mod N
(ostatak pri dijeljenju s N) vrijedi (n+iN)mod N =nmod N .

Sada je

y,[n]+y, [n+N]= ixl[i]xz[n—i]+ ixl [i]xz[n+N—i]

i=—o0 i=—o0

min(n,N-1) min(n+N,N-1)
= Z x [i]x, [n—i]+ Z x,[i]x, [n+ N —i]
i=max(0,n—N+1) i=max(0,n+N—-N+1)

N-1

X, [i]x2 [n—i]+ Z X, [i]x2 [n +N—i]

i=n+l1

=25 [i]x2 [(n—i)NJ

i=l

i

T

o

Izraz koji smo dobili prepoznajemo kao izraz za DFT transformaciju cirkularne konvolucije. Dakle
vrijedi

Y[k] =Y [#]
Na kraju mozemo napisati u vremenskoj domeni izraz za cirkularnu konvoluciju preko linearne

ve[n]l=yi[n] +y[n+N],zan=0,1,...N-2
Ye[N=1]=y[N - 1]

$to mozemo zapisati i kao

1

veln]=Y yiln+iN] n=01..,N -1

i=0

Napomena: Clanu koji kod linearne konvolucije dva konaéna niza jednake duljine N ima indeks 2N-1
vrijednost je 0, kao i svim preostalim ¢lanovima koji nemaju indekse iz intervala [0, 2N-2].

Lea Gaguli¢



8. Pokazi da je cirkularna konvolucija komutativna, odnosno da vrijedi:

gxl [i]x2 [<n —i>N]= gxz [i]x1 [<n —i>N]

RjeSenje:
ZapiSimo gore zapisanu cirkularnu konvoluciju kao periodi¢nu konvoluciju:

u[n1=7;‘xl[i]xz[<n—i>,v]=’f;la[ila[n—ﬂ: AL

po  periodu

gdje su nizovi X, i X, periodizirani aperiodski nizovi x; i X,

Uvedimo pokratu /=n—i

n—N-1
Uln]= 3 zln-1Rll]= Y xln-1R[]
I=n po  periodu
Vratimo i: i =/
Uln]= Y xln-iflil= > % [n-if, ]
i=n—N+1 po  periodu

Odnosno, smijemo pisati:

N-1
Uln]= 3 % [n~il%,li]
i=0
Cime smo dokazali po&etnu tvrdnju:
N-1 - - N-1 - -
Ulnl= 3zl [n—i]= 3 % il [n ]
i=0 i=0

Odnosno ako promatramo samo jedan period:

N-1 N-1

le [i]x2 [<n —1>N]= sz [i]x1 [<n —1>N]

i=0 i=0



Uzmimo primjer gdje su :

% =[.. x[0] x0] x[2] xB] x[o] x0] x[2] x[3] ..]

)72:['-- xz[o] xz[l] x2[2] x2[3] xz[o] xz[l] x2[2] xz[3] ]
periodizirani nizovi.

Raspisimo Uln]= z ¥ 15 )
ulo]= ﬁxl =i, [i]= %, [3be, [t + 3 [2], [2]+ x, [t [3]+ . [0)x, [0]
ult]= le =i, [i]= .13, [2]+ x, (26, [3]+ x, L, [0]+ x, [0, [1]
ul2l= le —ilx,[i]=x,[3), 3]+ x, 2], 0]+ x, [th, [t]+ x, [0, [2]
ul3]= le =i, [i]=x,[3J, [0]+ x, [2]v, [U]+ x, [thy, [2]+ x, 0], 3]

Ako preslozimo gornje jednadzbe:

ulo]= ﬁxl [=ilv, [i] = x, [0, [0]+ x, [the, 3]+ x, [2]v, [2]+ x, 3], [1]
ult]= le =i, [i]= [0, [t]+ x, [thv, [0]+ x, (2], [3]+ x, 3], [2]
ul2]= le =i, [i]= [0y, [2]+ x, [t [U]+ x, [2] [0] + 0, [31, 3]
ul3l= le — i, [i]= [0y, 3]+ x, [thy, [2]+ x, (2], [1]+ x, 3, [0]

primijetit ¢emo da vrijedi:

Ulnl= 3%, [ [~ 1]

i=0

Cime smo pokazali poéetnu tvrdnju za N = 4:
N-1 - - N-1 - -
Uln]=3 5 [il%,[n ~i]= 3%, il% [n 1]
i=0 i=0

Odnosno ako promatramo samo jedan period:

N-1

gxl [i])c2 [<n —1>N]= ZXZ [i])c1 [<n —1>N]

i=0



9. /t/ekq J'c Ytnll q’rkqlc&rnq konvo)mC(J'q {vo, konqénq
M <ulfine N. Pokazl da /w?/"edf

N-=1 nN~4 N -1
@ S ytal = (2 xw)<2 f,[n])
h =g h=o

b »=o
N=~1 Nt G oN=T ,
S yhl= 5 ¢35 x360<n-43,1
h =g h=o j—‘-"
E"\MJQ’V!C\ =1 p=-1 )
e — r C<n=-)>
/z:r/:qufz / /éo h2=ox /Je' ’ NI
n=g . A7
- Ehap S -
j=° h=o

r'<oje ive ~gorke niza b "/Okm,m'mo” M AMMQ&]/“Z Uocinrd

s?'edec’g :
;(<n+q>~).’ ne /,2,...,N§,qe2, NGN}

o g

ij.' poke Maro Y provvo me2orke col © do N-4 o olMa)'M
redom. 5 2atoc motemo /-NSDJY

N-17  N~-7 N=1 N-~1
= S1)YIS” 4La) = (gyw A
/=° h=o =QO h=o

h=o Wh=o

N=~1 | N-4 N1
5) 2(-4)"yﬁn3= <£(—4)"’an3) (2(“4) erﬂ)
n=g
Krenimo oo desne atrapne.
N1 on N1 0>,
( S (-1 XE»J)/ -174Cn] )= £
h=g N=o

T IbM) =
AMMQ'
(rnete ks .
#7000y bA’
NeIa vr'sn/)

—
Came



N-1 N—1 :
2 Z (-4) - 1" SN ¢, Cn]

J—O n=o

N

- S o - 0!

J—o N0

(v. a)) =& Kado n prelazy oo © oo N-4 sfe mnjco/ﬂoﬁb
" Kwpieo” 1 S <h—J> tako Ja unutar bumquje Mo Zeno
n -a-a\mjen/ﬁ Hme. (- 4)) ne cmely Jc" ne omngr o "

(kae o ‘)e tsFred AUMQ>

N—1 M=-4 —> . |
Jj=e h=o

. Vodrte oa ye <n=jd, Iste parmost’ Kao 7 b, 2R
porn’ N <V>-j> moze Mo 2episat) ke
- ’<N~, K= MRX%\‘}GE’/%N<nJ§

,De\me
P -)e parnost ”j chquhR/

= (_4)<n _/) - (- 4)77 _j

1S "7 yrenin]

J=° he=o
él, 2»:_ (- 4) thjcl£<h ./> ]
J=° Ne=D
- émj 54043 %[/ 4Ly )
Nn=o j=°
- N=7
- Néq(_ﬂ 52 xgu,lkw%]}
n=>o ?Jzo
N=4 —
= ("4)’0\/[”3 ) 9‘t'—b‘ .
[van ﬁokqulc



Zadatak 10.

Odredi DFT transformaciju u Cetiri tocke za dva zadana realna niza
xa[n] ={5, 2, 4,-1} i

xo[n] ={-3, 4,0, 2}

racunanjem samo jedne kompleksne diskretne fourierove transformacije.

Rjesenje:

Od dva zadana realna niza radimo jedan kompleksni tako da npr. prvi niz dgje reani dio
novog niza, dok drugi niz dgje imaginarni dio novog niza.

x[n] = x,[n] + jx,[n] =156 }3,2+ j4,4+ jO,-1+ j2f

3

Xlkl= YoM = 3 b D = 3 W + 3

n=0

Kombinacijom spektara X[K] i njegovog zrcalnog spektra,
X[K] ~ ={10+3], 3-6},8-9}, -1}
X[N—k]={10+3], -1,8-9;, 3-6j},

mozemo dobiti spektar X1[K] prema
2Re[X1[K]] = Re[X[K]] + Re[X[N—K]]
2Im[X1[K]] = Im[X[K]] = Im[X[N—K]].

Slijedi:
X4[K]={10, 1-3j, 8, 1+3j}.

Nadlic¢an nacin dobivamo i spektar X;[n]:
2 Re[X,[K]] = Im[X[K]] + Im[X[N —K]]
—2 Im[X[K]] = Re[X[K]] — Re[X[N —K]].
Slijedi:
Xo[K]={3, -3-2j, -9, -3 + 2j}.

Petar Mostarac



11. Neka je DFT u 8 tofaka niza x,[n]=|a,,a,,a,,a,.a,,a5.a,,4a,
dan izrazom X [k|=[4,, 4,4, 4, 4,, A, Ag, 4]
Ako znate da je DFT u 4 to¢ke drugog niza x,[n]=|b,.b,.b,,b,]
dan izrazom Xz[k]={Ao: 4,, 4, Ae}

odredi izraz koji povezuje brojeve a, i b, .

Rijesenje:
Vrijedi da je
X,lk]=X [2k] kraju

Ako primjenimo IDFT za drugi niz imamo

=
xz[”]=ﬁ Z Xz[k]Wz_vr:k

2 k=0

| N
xz[”]:F Z X1[2k]W;:k (*)

2 k=0
Takoder vrijedi DFT za spektar X
N—1 _
X1[k]: Z xl[j]W]j\;(l
j=0
Te ako to uvrstimo u (*) dobivamo:
| N,—1 1 N,—=1 N,—1 '
xz[”]zﬁ Z X1[2k]W;zk=7 Z (Z xl[j]WiJ/lT)Wzk (**)
2 k=0 2 k=0 j=0

gdiesu N, =8 , N,=4
Primjetimo da vrijedi takoder:
Wi=w=wi

Ponovno prepisujemo (**):

14—1 8—1 ‘ ' y i 3 7 | y
xz[”]=11;)(2)x1[]]Wj")W4 k:ZkZOE]XI[J]W(‘( )k
e ~ =

uvodimo zamjene: xl[j]=aj , xz[n]=bn



Analiziramo drugu sumu:

Pa tako imamo:

I na kraju imamo:
b,=a,+a,,, ,odnosno Xx,[n]=x[n]+x[n+4] za 0<n<4

(op. aut. usporedite rezultat sa decimacijom u frekvencijskoj domeni!! :D )

Fran Pregernik



12. Nacrtaj graf toka signala za korijen-2 FFT algoritam koji operira na nizu duljine 8 i to za
decimaciju u vremenu i decimaciju u frekvenciji. Za niz uzoraka x[n]={1,2,3,4,5,6,7,8}odredi
medurezultate u svakom ¢voru te kona¢nu transformaciju.

Rjesenje:
Korijen-2 FFT algoritam je poseban je slu¢aj FFT algoritma primjenjiv na nizove duljine 2/,
Nad nizom se provodi decimacija za faktor 2. Postupak dobivanja DFT-a provodi se u j

koraka.

Postupak decimacije u vremenu

Postupkom decimacije u vremenu za faktor 2 dobivamo dva niza od kojih se jedan sastoji od
parnih, a drugi od neparnih uzoraka niza. Za DFT vrijedi sljedece:

Ny N
N-1 2 2
Xk)=Sxmw = Sxmwh+  Sxmwh =3 x@mywi™ + ¥ xem+nyw Ok =
n=0 n je paran n jeneparan m=0 m=0
N N

A |

2 2
= > xCm)W KW Y x@mA )W = R (k) + Wy Fa (k)
m=0 ? m=0 ?

Fi(k) je DFT niza koji se sastoji od parnih uzoraka, a F,(k) je DFT niza koji se sastoji od
neparnih uzoraka niza x(n).

Pokazano svojstvo se primjenjuje na izracunavanje DFT-a niza duljine N=8 na nacin koji
prikazuje sljede¢i graf toka signala.

F1(0)~ O
x(0)=£,(0) O X(0)
Fi(l D
x(2)=f(1) DFT Flgé\ o x0)
x(4)=f(2) =4 —=q X
x(6)=fi(3) AN o xo)

x(1)=5(0) R SN
x(3)=H(1) prtT P20 >- o X(5)
x(5)-5(2) =4 FZ(”:/ N O
x(7)=h(3)—— F20) T——0——X0)

Ve¢ samo ovim korakom postignuta je velika ,usteda* racunskih operacija. Umjesto 64
kompleksna mnoZenja koja je potrebno izraCunati pri klasicnom racunanju DFT-a u ovom
slu¢aju imamo 16+16+8=40 kompleksnih mnozenja. No pri izracunu DFT-ova kracih nizova
takoder mozemo primijeniti isti algoritam.



Na slici je prikazan graf toka signala kojim se nadomjesta prvi DFT, N=4 blok. Princip je isti.
Primijenili smo decimaciju na niz u vremenskoj domeni, izracunali DFT za prvi i drugi niz
dobivenim decimacijom, te primijenili pokazano svojstvo DFT-a.

Vii(0) A >

X(O):Vl 1(0)— DFT o A4 F1(0)
N=2 Vn(l)::\ W

x(4)=v(1y— ! N Fi(1)

Wy

V1o(0) -~

X(Z):Vlz(O' DFT U /2 U F1(2)
N2 Ve v \/\

x(6)=vi(Iy—— O y U F1(3)

WNp

Na kraju primjenimo isti princip i na ra¢unanje DFT-a niza duljine dva

X(O) O Vi 1(0)
Wonia
x(4) O O V(1)

1
W N/4

Ukupni graf toka signala korijen-2 FFT algoritma dan je na sljedecoj slici.
jednostavnosti zapisa i1 analogije sve su kompleksne eksponencijale zapisane preko Wh.

x(0)
x(4)
X(2)
x(6)
x(1)
x(5)
x(3)

x(7)

WS Ay\ WD
Ws* ‘ Wz \/ng:
T SR
Wy ‘ Wy _ A’e-?%&o
—, v XK

Radi



Za zadani niz x(n)={1,2,3,4,5,6,7,8} potrebno je izracunati medurezultat u svakom ¢voru.

V11(0)=x(0)+Wg x(4)=1+5=6 F1(0)=V11(0)+W5’V 12(0)=6+10= 16

Vi( 1)=X(0)+W84X(4)= 1+(-1)*5=-4 Fi(1)=Vii( 1)+W82V12( 1)=-4+j4
F1(2)=V11(0)+Ws*V2(0)=6-10= -4

Vi2(0)= x(2)+ W x(6)=10 Fi(3)=Vii(1)+ W'V 5(1)= -4-j4

Via(1)= x(2)+Ws'x(6)=-4
F2(0)= V21(0)+ Wg” V5 (0)=8+12=20
V21(0)= x(1)+Wsx(5)=8 Fa(1)= Va1 (1)+Wg*Vao(1)=-4 + j4
Vai(1)=x(1)+Ws'x(5)=-4 F2(2)= V21(0)+Ws* V2, (0)=8-12= -4
F2(3)= Va1 (1)+Ws®Vas(1)= -4-j4
Vaa(0)= x(3)+Ws"x(7)=12
Vao(1)= x(3)+Ws'x(7)=-4

X(0)=F(0)+Ws"F2(0)=16+20= 36
X(1)=F1(1)+Ws'Fa(1)= -4+j9.6569
X(2)=F(2)+Ws’F2(2)= -4+j4
X(3)=F1(3)+Ws F2(3)= -4+j1.6569
X(4)=F1(0)+Ws'F(0)= -4
X(5)=F1(1)+Ws Fa(1)= -4-j1.6569
X(6)= F1(2)+ W5 Fy(2)= -4-j4
X(7)=F(3)+WsF2(3)= -4-j9.6569

X(k)={36, -4+19.6568, -4+j4, -4+]1.6568, -4, -4-]1.6569, -4-j4, -4-]9.6569}

Postupak decimacije u frekvenciji

Postupak decimacije u frekvenciji je nacin izracuna korijen-2 FFT algoritma pri kojem se ne
provodi decimacija na nizu ¢iju DFT ra¢unamo, ve¢ se on slijedno razlaze na dva podniza.
Rezultat je niz koji predstavlja DFT ulaznog niza decimiran za faktor 2. Vrijedi sljedece:

N N
X (k) = Nz_zx(n)W"k = 2zol(x(n)Wﬁ" +x(n+ %)Wﬁ"{)k )= 2201(x(n) +x(n+ %)Wg ‘ Wk =
N,
= 220 (x(n) +x(n + %)W;‘ W
N L
X(2k) = 22_0 (x(n)+ x(n + %)Wf" Wk = 220 (x(n)+ x(n + %)Wl" )W&k =
= 220 (x(n)+ x(n + %))W;@" = DFTy (x(n)+x(n + g))

2 2



ﬁ—l E—l
2 2

XQk+1)= Y (x(n)+x(n +%)W22"“ WD =5 (x(n) + x(n+ g)W; )WJGW&" =

n=0 n=0 2
AL
= 22 (x(n)—x(n+ %))WN"WK,/‘ = DFT,, ((x(n)—x(n +%))Wﬁ)
n=0 By By

2 2

Doti¢ni izrazi upotrebljeni su za izracun DFT-a niza duljine 8. Prvi korak prikazan je na
sljedecoj slici:

x(0) > 0 L X(0)
C\ A fi(2)
x(2) DD N=a | X(4)

X(3) @ — X(6)

x(4) © — X(1)

X(5) / /_] W | o [0
x(6) > )| N=4 — X(5)

-1 \: W' g7
x(7)c/ 1 b {7 — X(7)

Blok DFT, N=4 zamjenjuje se analogno dalje sa sljede¢im segmentom grafa toka signala:

(0)
fi(0) 70—’0* DFT [— X(0)
£(2)
fi(4) /_1 P ;(6) orr FX@
£(6) —o— N2 LX)

-1 W4

Na kraju blok DFT, N=2 analogno mijenjamo sa:

£(0) >< »0 X(0)
£(4) »0 X(4)

-1 W,




Ukupni graf toka signala korijen-2 FFT algoritma za decimaciju u frekvenciji prikazan je na
sljedecoj slici.

x(1) o WO X@
8
x(3) 'VA‘A - W © 1 0 X(6)
o X A=
x(5) O ZAVAN O X(5)
-1 Wg
x(7) W w0 X()

£1(0)=x(0)+x(4)=6 £(0)=f,(0)+f,(4)=16
f1(2)=x(1)+x(5)=8 £(4)=11(2)+£(6)=20
fi(4)=x(2)+x(6)=10 £(2)=(f1(0)-fi(4)) Ws'=-4
fi(6)=x(3)+x(7)=12 £(6)=(f1(2)-£1(6)) Wg’=jd
fi1(1)=(x(0)-x(4)) Ws"=-4 B(1)= fi(1)+i(5)=-4+j4
f1(3):(x(1)-X(5))ng:-2.8284+j2.8284 H(5)= fi(3)+11(7)=)5.6568
fi1(5)=(x(2)-x(6)) Ws’=4j £(3)= (fi(1)-fi(5)) Ws'=-4-j4
£1(7)=(x(3)-x(7)) Ws'=2.8284+i2.8284 £(7)= (f1(3)-f1(7)) Ws*=j5.6568

X(0)=H(0)+£:(4)=36

X(4)= £(0)-(4)=-4

X(2)= £(2)+:(6)=-4+j4
X(6)= £(2)-(6)=4-j4
X(1)=£(1)+£2(5)=-4+j9.6568
X(5)= H2(1)-2(5)=-4-j1.6568
X(3)= £:(3)+12(7)=-4+j1.6568
X(7)= £:(3)-12(7)=-4-19.6568

X(K)=1{36, -4+i9.6568, -4+id, -4+j1.6568, -4, -4-j1.6568, -4-j4, -4-19.6568}

Vedrana Spudi¢



13. Zadan je konac¢ni diskretni signal koji ima devet uzoraka,

x[n]={0,1,0,0,0,1,1,0,0}
Ako raspolazete s tri bloka za racunanje DFT-a u tri tocke, kako ih je potrebno povezati da bi dobili strukturu za
racunanje DFT-a u devet tocaka. Odredite transformacije na izlazima iz svakog bloka za ra¢unanje DFT-a u tri
tocke te konac¢nu transformaciju za zadani signal.

RIESENIJE (Rijesio Tomislav Gracin):

RjeSavamo zadatak koriStenjem decimacije u vremenu. Zadatak se moze rijesiti i decimacijom u
frekvenciji. Postupak je slican samo §to se u tom slucaju mreza za povezivanje nalazi ispred DTF;
blokova, a sad se ona nalazi iza DTF; blokova.

9-1 2 2 2
k] ZX[H]Wg"k — Zx[3n]W93”k + szn + 1]W9(3n+1)k + szn + 2]W9(3n+2)k

n=0 n=0 n=0 n=0

X[k]=
X[k]=

2 2
k| Zx[3n]W3”k +W) Zx[3n 1wl Zx[3n + 2

2
=0 n=0 n=0

n

Izgled bloka za ra¢unanje DFT-a u 9 tocaka dobiven od tri bloka za ratunanje DFT-a u 3 tocke:

F[0]
x[0]=0 ——»

F[1]
x[3]F0 —» DFT,

F[2]
x[6]=1 ——»

G[0]
x[1]=1 ——»

G[1]
x[4]=0 —» DFT,

G[2]
x[71F0 ——»
x[2]F0 ——» A10]
x[5]F1 ——» DFT, Al
x[8]F0 ——» HL2]

Transformacije na izlazima iz svakog bloka za ra¢unanje DFT-a, te konacna transformacija:
X[k)= Flkl+w)Glk)+ w2 Hlk]

Flkl=w*  Glel=w*  Hlk]=my

X[k] — W32k mod3 + ng + W92k VV?,/( mod3

Izracunate vrijednosti spektara F, G, H1i X su:

X[0]= 3 Fo]= 1 G[0] =1 H[0] = 1
X[1]=-0,67+ 0,56 j F[1]1=-0,5+0.86] G[1]=1 H[1]=-0,5-0.86 ]
X[2]= 0,44 -2,49 ] F2]=-0,5-086] G[2]=1 H[1]=-0,5+0.86 j
X[3]= 0

X[4]=— 1,26 - 0,46 j
X[5]=— 1,26+ 0,46
X[6]= 0

X[7]= 0,44+2,49]
X[8]=—0,67—0,56 ]



Izracunati spektri su pokazani slikama kao amplitudni i fazni spektar pojedine komponente F, G, H1i X.

} Amplitudni spektar Flk] Amplitudni spektar G[k]
1
1} 1}
i} 1 2 i} 1 2
i i
Fazni spektar AK] Fazni spektar G[&]
4 T 1 T
2r T q & q
il il
2+ 1 05+ q
-4 L 1 L
i} 1 2 i} 1 2
13 13
Amplitudni spektar A[&] . Amplitudni spektar X]k]
1 T T T T T T T
ol 1
1+ T 7
1} 1} & <&
i} 1 2 i} 1 2 3 4 5 [ 7 g
i i
Fazni spektar H[K] Fazni spektar XTH]
4 T 4 T T T T T T T
i| ‘: i| T T |
il il (L T
2+ l q 2+ l F




14." Odredi korijen-3 FFT algoritam za radunanje diskretne Fourierove transformacije u 9 totaka. Neka
algoritam koristi decimaciju u vremenu. Skiciraj graf toka signala za dobiveni algoritam. Kako je dobiveno
rjeSenje povezano s rjeSenjem prethodnog zadatka?

RJESENJE:
N-1
Neka je X [k]sz[n]W;”‘. Prema korijen-3 FFT algoritmu moZemo pisati N =3’, te ulazni niz

n=0

razvrstavamo u 3 retka, i to tako da je u prvom retku niz f [n] , udrugom f, [n]i u treem f, [n] :

£, [n]=[3n]
£ [n] = x[3n + 1]
/i [n] = x[3n + 2]

Tada vrijedi:

N N N

N -1 3 3 3
X[k]= D xlnlryt = Pl 3 B+ + D s34 2
n=0 n=0 n=0 n=0

N

N N N,

Ny =-1
3 3

3
X[k]=D Bl +w D Pt w2 a2y
3

n=0 n=0 3 n=0 3

xlkl=Flkl+wiF, ]+ F k]
F, [k], F, [k] 1F, [k] su DFT-ovi od N/3 tocaka i periodi¢ni su s periodom N/3.

Osnovna struktura za racunanje korijen-3 algoritma realizira sumaciju:
2

> flnl

n=0

koja se prikazuje grafom toka signala na sljede¢i nacin:

il0] £[0]

E[1]

f12] F[2]

Zadano je N =9 =3, te u ovom slucaju vrijedi:
— 2
X[k]= ix[n]Wg”k = ix[3n]W;k + W) ix[3n 1w B+ 2]
n=0 n=0 n=0 n=0

Dobiveni algoritam realizira se pomocu tri osnovne strukture rasporedena u dva stupnja (zbog j=2).

Strukture drugog stupnja crtamo tako ih spojimo na izlaze struktura prvog stupnja koje imaju iste indekse,
npr. na E[O] (koeficijenti kojima se mnoze ulazi koji su ucrtani u prijasnjoj slici su ispusteni zbog

preglednosti):



x[0]

X10]

x[3]

x[6]

1] X[3]

x[4]

x[2]

X16]

x[5]

x[8] .

Analogno spajamo osnovne strukture na izlaze £ [1] i F, [2] struktura prvog stupnja, te je konacni graf toka

signala (dio koeficijenata s kojima se mnoze signali je ispusten zbog preglednosti):

x[0]

x[3]

x[6]

1]

x[4]

x[7]

2]

x[5]

x[8]

. .0 . A0)
Fl1] \ / )
. — Ll T3]
L X14]
. . As)
. — Ll X16]
Al A7)
. . b A8)

Dobiveno rjesenje je potpuno analogno rjeSenju prethodnog zadatka, samo $to smo sada prikazali i strukturu
pojedinog DFT; bloka..

Rijesila Zeljka Ludev
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